1. SIRURI DE NUMERE

Fie E o mutime de elementd,o submufime de indici,| O ¥ .
Definifie:Numim¢ir de numere realeo familie de numere reale cu indici numere naturale, pe care 1l

vom nota (:u(an)nD¥ ; &, se numete termenul general alrului.

Un sir de elemente ale unei mirhi E este o funge definits pe mutimea ¥ cu valori in mufime E.

1.11 Definifie:Un sir (an) se numete m¢ rginit dag exist un numgr real M >0 astfel

no¥

ncat, pentru oricenJ¥ ,
1.1.2 Definifie:Unssir (a,)

a|sM.

o S€numete:monoton cresgtor dag pentru oricen¥ avem:

a,<a,,, i.e. fiecare termen akirului este mai mic decéat urgtorul, respectivmonoton

descresgtor dag pentru oricend0¥ avem: a, = a,,,, i.e. fiecare termen este mai mare decét
urmgtorul.

113 Definifie:Un sukyir al unui ¢ir (an)nD¥ este un sir (anp) astfel Tncat
pO¥

n < n, <..< np <...

114 Un numgr alj (finit sau infinit) se numgte limita unui ¢ir (an) dag in afara

n¥
oricsrei vecinsts i V a lui a se aff cel mult un nurgr finit de termeni asirului (an)nD¥ .
sirurile de numere reale care au limifinits se numesgiruri convergente sirurile care nu sunt
convergente se numedovergente

1.15 Teoreny: Un sir (an) este convergentstre numgrul real a dags i numai dag

no¥

pentru orices >0 exist un nunyr n, 0¥ astfel incat oricare ar fh=n, avem:|a, -4/ <¢

1.2 CRITERII DE CONVERGEN

121 Das (a,)., este unsir convergent gtre O si |a,-&<a,, atuncisirul (a,) .,

converge gtre a.

122 Dag a, —» « si a,2a,,atuncia, - o .

123 Dag a, - —» si a,<a,,atuncia, - - .

1.2.4 Dag a, — O iar [o,|<M pentru oricen0¥ , atuncia,b, - 0.

1.3 PROPRIET |

131 Dag a, - a atuncila,| - |4
1.3.2 Oricesir convergent este gnginit.

1.3.3 Das a, - a atunci orice sujr al lui (a,) , aretotlimitaa.
1.34 Lema lui Cesaro Oricesir msrginit contine un sukir convergent.
1.35 Da¢ a, — a atunci: prin schimbarea ordinii termenilor, prin§nirarea sau adigarea

unui nungr finit de termeni se ofine unsir care are tot limitaa .
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1.3.6 Definifie:Se numete ¢ir Cauchy saufir fundamental un sir (a,) Cu proprietatea:

no¥
pentru orices >0 exis un nunyr N, 0¥ astfel incat oricare ar fn,m= N. avem:|a, - a,|<¢.

1.3.7 Criteriul de convergem Cauchy Unsir (a,) . este convergent dgci numai das

nC¥
este fundamental.
1.4.1 Teoreny : Oricesir monotonsi mgrginit este convergent. Origé nemsrginit si monoton
este divergent.
Observae: Reciproca teoremei 1.5.1 nu este aglaty (a se vedea proprietatea 1.3.2)
1.4.2 Criteriul de convergen Cesaro-Stolz Fie sirurile (a,) ., .(h,), care indeplinesc
condiiile:
i. sirul (b,) ., este cresgorsi nemyrginit
i, lim 21178 = (finit)
a-b

n- oo
n

Atunci lim & =1
n-oo
n

1.4.3 Criteriul de convergep D’Alembert Dagcs irul (aﬂ)nD¥ are tai termenii pozitivisi

e _ an+1
exist I|m , atunci: IlmJ =lim
A n-e &y

1.5 EXERCIt Il REZOLVATE

1.5.1 S se arate gurmgstoarelesiruri sunt convergentsi ss se calculeze limita lor:
' n+1
1+2+..+n
b. == >
n

Rezolvarea. Vom agta ¢ irul este monotosi msrginit. Avem:
n+l n 1

n+2 n+l (n+ 3+ 2)>0'(D)nD¥

ar|+1_a'r|

de unde rezugt a,,, > a,, decisirul este monoton crestor.
sirul este ngrginit (vezi 1.1.1) pentrug a, >0 pentru oricend¥ i

n+1j-1
SULE P Y
n+1 n+1
pentru oricend¥ , deci 0< @, < 1. Atunci, conform 1.5.1sirul este convergent fiind monotas

mgrginit. Pentru calculul limitei avem:

lima, =lim M chim — Y =iim —1—1
noo noon+1 naoongl_'_%\ nam1+1
i n
1
pentru ¢ I|m ==0.
~on
. n(n+1) +1
b. Sestiecs 1+2+...+ n= 2 ,deci a, = =TS . Vom agta ¢s irul este monotosi msrginit:
n
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8ui_ n+2 2n_n(n+2)_ d+2n
a, 2(n+) m1 (n+1)2 n?+2n+1

de unde rezujt a,,, < a,, decisirul este monoton descregor. Se obseryusor cs 0< @, < 1, deci
sirul este ngrginit. Atunci, conform 1.5.1sirul este convergen:

1
ngl+a\ l+1 1
lim a, = lim ~——2=lim —1==
n-oo n- o 2n noe 2 2
152 S se arate folosind teorema 1.6.2 ¢
a.lim (\/n+1—\/?1): 0
Noco
b.lim -1 =0
n-o3n° + 2

Rezolvare:a. Se obsevcs:

e (ke e (| Nk I 1

(neievn)  (me v 2

Fie £€>0. Inegalitateai<£ este echivalent cu 4—12<n. Prin urmare, dac
£

2Jn
nz n£=) Y +1, atunci i<£ si cu atat mai mult‘\/n+1—x/?l‘<£, deci conform 1.1.5
Jas?) 2Jn

obtinem: lim (\/nTl—\ﬁ]) =0.

n-o

b. Fie £>0. Inegalitateala, - d <& devine:

n+l|_ n+1 <
3f+2 3+ 2
Dar, pentru oricenzjg +1, avem:
1 n+1
>—>
n 3n+2
. . + -
de unde, pentru orica > n, =):U +1, obtinem: ‘ nz 1 <&, decilim — 1 =0 conform 1.1.5.
B 3n“ + 2 n-o3n° + 2

153 S se arate folosind defitia limitei cs:

2
, + .
a. sirul (a,) ., . CUa&,= :2 _i nu are limita 2.

. L an 1 o
b. sirul (a,), cua,=(-1) +~ nuare limit.
Rezolvare:

n?+1

a. Fiee=12. Dagy irul a,=— 1 ar avea limita 2, exist n, 0¥ astfel incat pentru orice
n2 -

nzn, ssavem:
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1_3_rf+1

2 2 n’-1
3n°-3< 2P+ 2< 54— 5= A< ¥ 3A- 2

Din prima inegalitae ofinem n< 2 ceea ce contrazice presupunergérita sirului este 2. De fapt

limita sirului considerat este 1.

2_

<2+7l 75.:
2 2

b. S presupunem irul  a, :(—1)"+£ este convergent. Atunci, conform 1.drul
n

considerat estgir Cauchy, deci pentru orice >0 exist n, 0¥ astfel incat pentr oricer, m= n.

Ss avem: \an —am\<g. Fie atunci £=1/2 si n,m0¥ suficient de mari, cun parsi m impar.

Atunci:
T L L
e e S Il O B
2‘(—1)"—(—1)'"‘ 1 1>2 1=1

contradicie, decisirul considerat nu estgr Cauchy, prin urmare nu poate fi nici convergent.

154 S se arate ¢ irurile de mai jos sungiruri Cauchy:
a. u=a+aq+ad+..+ ad,unde|g <1 siexists M >0 astfel incatla, |< M
b. u=1-t+l-ti s(prd
2 3 4 n

Rezolvarea. Avem:
Unip~Up = arw1d1+1+ & 2d+2+ ot gy pdv— P
deci:
() une p = unf < e "+ @, 40"+t &, JTG
(conform inegalig ii [a+H<|d+|H). Dar|a <M siatuncirelaia (*) devine:

ey =t <[ {00+ 3, JOG7 4|, [T

o . 1-|q 1
amlq e lq ) g S g

deoarece1+\q\+...+\qp’l este suma unei progresii geometrice deergg] cu p termenisi

o/ < 1.Am oktinut asadar: ‘u

n+p n‘

Tﬁﬂ‘q‘ iq™"*. Fie £>0; cum [g[<1, exis§ n, 0¥ astfel

1- .
\"” ‘q‘e Atunci, pentru oricen= n, si orice pO¥ , relaia (**)

ncat, pentru oricen=n, , |q

devine:
‘um p= un‘ <&

ceea ce inseamress irul (u,) _, este unsir Cauchy.

n¥

155 S se demonstreze folosind criteriul lui Cauchy aul
1 1
=1+=+ .+ =
& 2 n

este divergent.

8
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RezolavareFie n, p0¥ . Avem:
1 1 1
+ .+

—a = +
G T e 2 n+ p
Luandn=p relaia devine:
o1 1, .1
8n ™8 n+l n+2  2n
Cum — pentru oricek [ ohtinem
n+k P { t
1 1_1
‘azn_an 2 —+. A+ —=—
22430 2

- an‘ Z% ceea ce

inseams cs (a,),, Nu esteir Cauchy.

Observagie: Cumsirul a, = 1+% + ...+f1 nu estesir Cauchy, nu este nici convergent (acest fapt va
n

. . . . 1
folosi pentru a demonstra divergarseriei armonlce)u =).
n=1

15.6 S se arate, folosind teorema de convergen ¢ (1.1.5), 6s irul a, = zn 1 are limita
n2 -

1.

RezolvareFie £>0 . Inegalitatea(* )

zn2 —1‘<£=‘ ]J 1 <£=~ /71+1<n
n“-1 ‘ ‘ £

J
Atunci luand n, =j 1+a +1, pentru oricenJ¥ ,n2 n, , inegalitatea (*) este satigfuts, deci
£

1‘ <& se mai poate scrie:

2
conform 1.1.5 limitasirului  a, = zn 1 este 1.
n2 -

Observae: Numsrul n, arag cs in afara vecigtg ii (a—g,a+ e) se aff cel mult n, termeni ai

sirului considerat. De exemplu, Tn exetial anterior, dag lugsm ¢ =0.01, atunci in afara vecits ii
J

(1—0.01 + 0 O;L se gsesc cel multn, =) i+;1 + 1= 11 dintre primii termeni aisirului,

JV0.01

restul termenilor gsindu-se n vecigtatea (1-0.01, 1+ 0 0}..

15.7 Fie alj,a>0. S se studieze convergen sirului (x,) ., definit prin
= al® X, =
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RezolareDag a=1, atuncisirul (xn)nD¥ estesirul constantx, = 1, deci convergentstre 1.
Ya -
Dag a>1 atunci: x, =a¥®>1, x, = x® =(a€/e‘)a =&, de unde:

1 a
- I
X
deci x, > x . Vom demonstra prin indgie comple§ dups n ¢s x, > x,_; pentruu oricen0¥ .

Pentrun=1 proprietatea a fost verificat Presupunem refia adegrats pentrun, x, > x._, . Atunci:
Lnﬂ. :ﬁ =x %1
ralaRe’]
XX
Cum x,>x,_, si x>1, obtinem Xor1 5 , deci x,.,>x,. Conform principiului indugei
Xq

complete relda x, > x,_, este adeyrats pentru oricen0¥ , decisirul este monoton crestor.

Acum, E<1, deci x, =a’®*<a. Presupunem ¢ x,<a. Atunci
a

XM=y <(a:'/a)a = a. Conform principiului indugei complete, am dfinut ssadar ¢ x,<a

pentru oricenJ¥ .

Am demonstratgdar Gs irul (xn) este urgir monoton cresgtor si msrginit superior,

no¥
deci conform 1.5.1 este convergent. Bie lim x, . Atunci:
n-o

. . . . lim x, X
|'an:”man+1‘= In'mmX”:Ime XN e x= X = X X e X 8

oo
de unde obnem g x=a.

in mod analog se trategzi cazul 0< a< 1, pentru care vom ame de asemeneascirul
este convergent (fiind monoton descrgscsi msrginit inferior) si are limital.

1.5.8 S se studieze converggsirului:
g =1
(_ 1M, AN (., 1)
=)1-=" 1- =
" TR T
Rezolvare Avem:
2 - - n-1)(n+
a =2 P I gf- 1 D304 dn-f(nt)_ pe 2
2 3 n 2z r? 2 n
sirul obtinut, a, :n2—+1 , este convergent are limita % .
n
1.5.9 S se calculeze:
i 1P+2P+  +nP
nl[Tl nP+t

10
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Rezolvare:Fie a, =17+ 2° +..+ n° si b, =n®"* sirul (b,),

este cresgor si nemrginit, deci,

conform criteriului de convergepn Cesaro-Stolz (1.5.2), daexisg lim Z“*li_a” si este finit,
N- B =0y
atunci lim 25178 = jim & Avem:
n- oo +l_ h n- oo
- (1"+2"+...+(n+])p)— P+ P+ .+ 1P
lim 20027 % iy ml( L
N2 B0 =0, Moo (n+1) - nP*t
p P n"(1+1)p
Y UL A (UL n. - 1.1
e Pt prl ple 1 T e p el T +
nee(n+1) n " (j Cy,an)—nP*t " rj( GNP Cox PH1
k=0 k=0
. 1P+ 2P 4+ 4P 1
deci lim ————=——.
n-o np+l p+1
1.5.10 S se calculeze:
i. lim Yn
Noco
.. An!
ii. lim
n-o N

Rezolvarei. Fie a,=n.sirul (a,) are numai termeni pozitivi atunci, conform 1.5.3, ginem:

n+1_
n

h:l
a,

1

lim g/a, =lim
n-o an n-o

im
N oo

]

i. Fie a, = .
n

n

{n! .
— =Ilim
n n" nee
n

(n+t " _

n+l n!

lim

n-o

i/, =lim 21 =

=lim p
no oo n- o an

=lim
(e

n
deoarecelim (143)

nmdl+;ﬂ =e.

15.11 Fie a,b numere reale strict pozitive cua>b>0 Definim
. azah= “&th o _ 23N
(3w o(Br) gy aStel: & =ab=b g == L

sirurile sunt convergents ss se calculeze limita lor.

sirul (a,) are numai termeni pozitii atunci, conform 1.5.3, ginem:

recursiv sirurile

Ss se arate ¢

RezolvareAvem: a, - a1=a17;bl— a1=i2b— a= b;2a< 0, pentru g a>b.
bz—bl:ﬁ—b‘l.:Ziab—b:M:M> 0, pentru ¢ a>b si a,b>0.
a, +b a+b at b ar b

11
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2
—=a1+b1D61+b1:(ai+bl) >1, pentru ¢ a,b>0. Am obhtinut asadar &
b, 2 2ah  43h

0<b <b < a< g.PresupunemscO<h,_,<h < g,< a,,. Atunci:

a =2t _, B3

81— a,=—_""< 0 pentru ¢ b <a,
po2ab o _2ah _ah-if_b(a-hb)
Byes b"_an+bn bn—an+h1 b,= Py at pentru G
0<h, <ag,si

2
_p =*h_2ah _(a-h) - -
a,,—b,, > a+h  a+h >0, deci 0<h,<h,,;< a,,< &, Atunci,
conform principiului indudei complete, am afinut Cs
O<b =b<..<h_;<h< g< g ,<..< a= apentru oricen0¥ . Cu alte cuvinte am amut

cs: sirul (a,) ., este unsir descresgtor si msrginit inferior (deb) iar sirul (h,) ., este unsir

no¥

cresgtor si msrgini superior ( dea). Atunci, conform 1.5.1sirurile (a,) ., si (b,), sunt

convergente. Fier = lim a, si £ =Ilim b,. Oktinem:
n-co n- oo
lim &, =lim a,, ~ a=lm 25 _ a=1(|im a, +lim bn) ca=Xa+p)-a=p
oo e oo New 2 2\h-w o 2

si de asemenea avem

a0 1= 26‘;%” Da‘%b‘ a.b, pentru orice nO¥ , deci

84101 = 330, = .= 3= ab
de unde:aB = lim a, lim b, =lim a b, = ab, sicum a=3>0, obinem lim a, =lim b, =+/ab.
n-oco n-co N- oo n-oo n- oo

1.6 EXERCEF Il PROPUSE:
Ss se arate gurmstoarelesiruri sunt convergentsi ss se calculeze limitele lor:

1+ts 41

__ 2 n
16.1a, In(n)

Indicaie: Se folossgte criteriul de convergem Cesaro Stolz. R: 1

1.6.2a,=4n
Indicaie: Se folossgte criteriul lui D'Alembert. R: 1
1
163a=—+——— .
14ty 4L R:y2
2 2"
1 1 1
1648 =——+——+..+ :
TSR M R:1
1
1658, =(1- (1) (1) R 1/2

12
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1 1 R: 4/3

Folosind criteriul de convergenCauchy, s se demonstreze convergasirurilor:

1670, = sin(1) N singz) .+ sin( n)
2 2 on
168y, =01, c0d2) cobn)
iz 2B (3
Ss se calculeze:
169 lim 21“ . 1.6.121im Yl o
1.6.10 1.6.13
1 1 1 1 4
i In(2)+|n(3)+"'|n (n) R:0 llfrlﬁg/(n+1)(n+ 2..(m+ 1) R: .
1+%+ +}
i n
1.6.11 fim —= —= R:0

13



2. SERII DE NUMERE

Definifie:Se numete serie de numerereale perecheq(u, ) ., (%) .0y ) Unde (u,) oy +(8,) 1 SUNE

siruri de numere reale iar
S=4
S=ut

SEUHLF L,

Termenii sirului (u,) ,, Se numesdermenii seriei iar sirul (s,) ., Se numete sirul sumelor

no¥
pardale.
Daci exisé lim s, , atunci vom defini
n— oo

iun =lim s,

n=1 n-oco

Daci lim s, nu exist, atunci seria se nungte oscilanti.

n- o

O serie se numye convergent dad sirul sumelor pagiale este convergent, i.dim s, exist si este
n-oo

finita. Tn acest caz,z u, = lim s, se numgte suma seriei.Daci lim s, =#c0, spunem & seria este
n—o n-oo
n=1

divergenta.
Observaie: Se objnuieste ca seria((un)nD¥ ,(sn)nD¥) si se defineascprin notaia > u, .

2.1 Proprietati generale:

211 Dad ntr-o serie schimim ordinea unui nusdr finit de termeni, se aine o nou serie de
aceeai natui cu seria infiala; Dad seria iniiala are sund, atunci seria ofinuta are aceeg
SUIT.

212 Dad la o serie convegeitadiugaim sau frdturam un nunidr finit de termeni se olne de
asemenea o serie convergermtar, in general, cu alsuns.

2.1.3 Dad o serie este convergentatuncisirul sumelor padiale este rarginit (reciproca nu este
adevirata).

214 Dad termenii unei serii sunt pozitivi iagirul sumelor padale este rirginit, atunci seria este
convergert.

215 Definifie: Se numgte rest de ordin p al unei serii convergente{(un)'1D¥ ,(qq)nw) sirul
definit prin:

Ry= 2 4
n=p+1
2.16 Resturile unei serii convergente forméean sir convergent atre 0.
217 Dad ((un),1D¥ ’(Sﬂ)nmg) este 0 serie convergentatuncisirul (un)'1D¥ al termenilor &i

este convergentdtre 0. (Aceasta este o coriiBb necesar, dar nusi suficient de
convergen )

2.1.8 Seriile avand ca termesirurile (u,)
natug.

respectiv (au,) , unde a0 ", au aceed

no¥ no¥ ’
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2.2 CRITERII DE CONVERGENA 4PENTRU SERII CU TERMENI OARECARE:

221 Criteriul general al lui Cauchy:O serie((u,) ., +($,) ) este convergeadlacs i numai

daci pentru orices >0 exist un numir N, 0¥ astfel Incat pentru oricen= N, si orice
pO¥

‘Un+1+ Uy ot oot Uy, J<g

222 Criteriului lui Abel: Fie ((un)|1D¥ ,(%)m¥) o serie cu proprietateaig irul (s,) . al

no¥

sumelor paiale este rarginit si (an) un sir descres#tor de numere reale pozitive,

n¥
este convergeit

n

convergent &tre 0. Atunci seriaZanu

2.3 CRITERII DECONVERGEN4 APENTRU SERII ALTERNATE

231 Definifie: Se numegte serie alternati o serie de numere reale pentru care produsul a doi
termeni consecutivi este negativ.

2.3.2 Criteriul lui Abel: Fie (un)|1D¥ un sir descretor de numere reale pozitive, convergéirec

0. Atunci seria(-1)"u, este convergent

2.4 CRITERII DE CONVERGENSA ABSOLUTA

241 Defini,tie:Seriaz u, se numgte absolut convergentlaci seria Z\un\ este convergeat O

serie convergeantcare nu este absolut convergse numete serie semiconvergent

242 Teoreny : Dadci intr-o serie absolut convergdrge schimb ordinea termenilor, se dbe tot
0 serie absolut convergentu aceegi suma.

243 Teorent (Riemann): Intr-o serie semiconvergenise poate schimba ordinea termenilor
astfel incat seria astfel dbuti si aibe ca surmun nunir real, finit sau infinit, diferit de
suma seriei iriiale, sau ca seriadie oscilan&.

244 Criteriul comparafiei: Fie > u,,> v, dou serii pentru care existun numir natural
NO¥ astfel incat|u,/<|v,| pentru oricen>N. Atunci dac seria ) v, este absolut
convergert, seriaZun este absolut convergent

2.5 CRITERII DE CONVERGENZA PENTRU SERII CU TERMENI POZITIVI

Observaie: O serie cu termeni pozitivi poate fi convergaisawu divergerit cu sumaco . Pentru o serie
cu termeni pozitivi proprietatea de convergeeste echivaletitcu proprietatea de absolut convergen

251 Primul criteriu al comparariei: Fie Zun,z v, doui serii cu termeni pozitivi pentru care
exist un numir natural NO¥ astfel incatu, < v, pentru oricen>N. Atunci:
a. daciseria ZVH este convergeif atunci seriaz u, este convergeat
b. daciseria ZUH este divergertatunci seriaz v, este divergerit

252 Al doilea criteriu al comparaiei: Fie Zun Z v, dou serii cu termeni pozitivi pentru care
exist un nurdir natural N 0¥ astfel incat

Uner o Vi1

u V,

n n

15
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pentru oricen>N. Atunci:
a. daciseria ) v, este convergeitatunci seria  u, este convergeiit

b.  daci seria ) u, este divergertatunci seriay v, este diverget
253 Al treilea criteriu al comparaiei: Fie Zun Z v, doui serii cu termeni pozitivi astfel incat
fim S =
n- o Vn
a. dad O0<k<w , atuncicele doliserii au aceednatuia
b. dac k=0 iar seriaZvn este convergedt atunci seriaz u, este convergeat
c. dac k=ociar seriaZvn este divergenrt atunci seriaz u, este divergerit
Observaie: Aceste criterii ne ofér posibilitatea de a stabili natura unei serii cu termeni pozitivi
comparand-o cu o dltserie a @rei natua o cunogtem. De obicei, pentru compdi®m se folosgte seria

. . 1 . . .
geometria sau serlaZ—a (seria armonig generalizat).
n

Observaie: Seria armonit generalizat Zia este: convergeditdaci a >1 sidivergenti dac a<1.
n
n

. . 1 . o .
Observaie: SerlaZ—I este convergedt i are sumae (numarul lui Euler).
n!
n

254 Criteriul r addacinii (al lui Cauchy): Fie ZUH 0 serie cu termeni pozitivi.
a. Dadai existi un nuniir naturalN ti un nurmar 0<k<1 astfel incat pentru oricen > N si
avem 'Q/LTS k , atunci seria este convergent

b. Daci {lu, 21 pentru o infinitate de termeni, atunci seria este divergent
Corolar: Daci pentru seriaZun Ccu termeni pozitivi exigt lim 'Q/I: k, atunci aceast
neoo

serie converge dack <1 ti diverge dag k> 1.
255 Criteriul raportului (al lui D'Alembert): Fie Zun 0 serie cu termeni pozitivi.
a. Dacai existi un numdr naturalN ti un numar O<k<1 astfel incat pentru orice> N si

u -
avem —*1 < k | atunci seria este convergant
u
n

L A . - u
b. Daci exist un numir naturalN astfel incat pentru oricen> N si avem —*1>1
ul‘l
atunci seria este divergent
Corolar:

Daci pentru seriay u, cu termeni pozitivi exigt lim —"*t=k, atunci aceastserie
nowo U

n
converge dat k< 1 ti diverge dag k>1.

256 Criteriul Raabe-DuhamelFie Y u, o serie cu termeni pozitivi.
a. Daciexisti un nundr k > 1 ti un nunar naturalN astfel Incat

n(

Un _

1)z k
n+1

pentru oricen= N , atunci seria este convergént

b.  Daci exist un nurdr natural N astfel incat

16
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Un _

n( <1

n+1

pentru oricen= N , atunci seria este divergant
Corolar: Daci pentru seria cu termeni poziti\E u, exisé

lim n( - 1) = 4
n-e un-¢-1
atunci seria converge diacl >1 tidiverge dag A<1.
257 Criteriul logaritmic: Fie 2un 0 serie cu termeni pozitivi.
a. Daai exist un nunir naturalN astfel incat pentru orice> N
1
log—
n > 1
logn

atunci seria este convergent
b. Daai exist un nundr naturalN astfel incat pentru oiricen> N

atunci seria este divergent
Corolar: Daci pentru seria cu termeni pozitivi exist

1
log—

. u
lim =)
n-e« logn

atunci aceastserie converge décA >1 tidiverge dagd A<1.

2.6 EXERCITII REZOLVATE
26.1 S se studieze convergenseriei
1
Uy =) ——7——=
2= 2 g (2 §

calculand suma ei.
RezolvareTermenul general al sumei este:

W= 1 _1) 1 1)
" (2n-1(2n+ ) dom 1 21
Atunci tirul sumelor patiale se mai poate scrie:

1) 1 1)_1 1 _
S“_ZEJZK—l_ 2k+ﬁ“§ 2k 1 2% 1
k=1 1
JYy11 1, 1 1) a4 oo
27 3 3 5 2rr12r+j1i2 24 1 2a 1
Conform defintiei, seria data este convergérmtac tirul sumelor patiale este convergeni are ca
sumi limita acestutir, dac aceasta exist Avem:
lims, =tim —"_=1
nm% no2n+1 2

. L . 1
de unde obnem @ serlaZun este convergeati are sumaE .

n

17
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2.6.2 Si se calculeze suma seriei:

1
Za(ne (e 3
RezolvareTermenul general al seriei este:
U S
" n(n+3)(n+ 2
Ne prpunem & scriem termenul general al seriei ca o éuthe fracii simple, i.e.:
u, :é+i +L
n n+l n+2
Obtinem:
7A+i+£:A(n+:|)(n+ A+ B{r 2+ Co )1:
n n+l n+2 T
n*(A+ B+ C)+ n( 3AF 2B G+( 2A 2B [
n(n+3)(n+ 2
Prin trecere la identificarea coeficidlor obtinem sistemul:
JA+B+C=0
J3A+2B+ C=0
42A+ 2B+ C=1

cu soluia Azi,
2
g2, 1
2)Jn n+l nt
t irul sumelor patiale devine:

n n1)1 2 a1 1 A+ 3n
= = -+ JEE—Y = @
LRI e k+1 T2 w1 éz 4+ 12n+ 8

Cum suma seriei este egalu limitatirului sumelor patiale, olsinem:

1 . . .
B=-1,C= 5 Atadar termenul general al seriei se mai poate scrie:

i;_"m%_“mﬁ—l

min(n+Y(n+ Y nee needanf+12n+ 8 4
2.6.3 Si se calculeze suma seriei:

2 1 l 1 1

=+

Rezolvare:Se obser& ca termenii generali ai seriei sunt termenii unei progresii geometricérai c

prim termen estey, -g ratia q -% . Prin urmaretirul sumelor patiale este:

_ 1-q"
S =+ ot pG+.y = la—l_c;
adici:
1 1
on_4). 1
=2 22 4,
"3 1) 2
2

de unde obnem:

18
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i%[«&:lmsn-llm 4) ”ﬁ f

=0 2" n-w noo 3
26.4 S se calculeze suma seriei:
n3
v !

Reozolvare: Conform observéei 3, 2.5.3, seriaziI este convergeditti zi—e Vom scrie
~n! =n!

3
N7 1
termenul general al serlez — n raport de termenul general al serﬁﬁ . Avem, pentrun>2:
n! ~n!

n=n(n-3(n- 3+ afr )+ br tw( a 3( 2 )b n
de unde, prin identificarea coeficigior, obtinem: a-3=0, 2+ a+ b= 0, deci a=3, b= 1. Atunci
termenul general al seriei devine:

w_n(n-Y(n-2 3f{m) n_ 1, 3 1

n! nl i h (-3 (2 (m)
t irul sumelor patiale se mai poate scrieadar:

I O e
= + +

P (S TP DR TR ST

ti cum suma seriei este egalu limita tirului sumelor patiale, avem:

°°n3_im=°° 1 % 1 1
T A o I e A

Stabilisi natura seriilor:

1
26.5 2
n=1VN
Rezolvare:Am demonstrat la 1.5.10aclim ¥n = 1. Atunci limita tirului termenului general al seriei
n- oo
este:

||m izilz
n-on  lim Yn
e

deci seria nu este convergeéntonform 2.1.7 irul termenului general nu convergeOa

266  Yinttt

nz1

Rezolvare:Suma palalé a acestei serii este:

s, = Zln—— n( n(k+D=In(K)=In(m+ I-n Hn ()L

k=1

1
Cum I|m 1§, = I|m In (n+ )=, obtinem & serlaZIn— este divergeritti are sumaco .

nz1
) . . . . n+1 . n+1
Observaie: t irul termenilor acestei seriiy, =In——, converege I&, ( limIn——-=0), cu toate &
n n-e n
seria este divergentAcest fapt demonstreazca proprietatea 2.1.7 nu esteo condiie suficient de

convergefa pentru serii.
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26.7 > !

ns2¥Inn

Rezolvare Deoarece pentru oricall¥ " avem Inn< n, obtinem de asemenedlinn<{n, ti deci:
1

1
>
Yn Yinn

Conform exerdiului 2.6.1, seriazni este divergert Din primul criteriu al compangei 2.5.1
n=1VN

pentru oricen= 2.

obtinem atunci & seria >

! este divergerit
n=2 n

n

1
2.6.8 _
;2” +n

. . 1 1 .
Rezolvare:Cum 2" +n= 2" pentru oricen¥ , oktinem ci: 0 <2n— <? . Cum seria cu termenul
+n

1 . . . . .
generalv, =— este convergeat(este o serie gemetiicu raia q=1/2 subunitaf) ti seria dai are
on ! ¢
termenii pozitivi, din primul criteriu al compatiai 2.5.1 ohinem & seria cu termenul general
1
u, =——— este de asemenea convergent
+n

n T on

269 Y-+

Zin(n+1)
RezolvareVom folosi crieteriul al treilea al compatai, 2.5.3, in care:
1 1

t n(n+1)’ W

.. . 1 -
Conform observiei 2, 2.5.3, senaZ—a este convergeditpentru a > 1, deci seria care are ca termen
nz1

1
generalv, =— este converget Avem:
n

1
. u . n(n+y 2
I|m—”=llmg=l|m 3 =1
newy, onee 1 n-en®+n
n2

Cum limita este finid, conform criteiului al treilea al compatei, cele dod serii au acega natus,

prin urmareti seria

1
Zin(n+1)

este convergeat

) n? "
2610 YJamIMI aso
=1/ n~
RezolvareFolosind corolarul criteriuluiddacinii, 2.5.4, se obine:
n’+n+1_

lim Yju, =lim a 5
n

n-o n-o

20
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ti deci seria este divergentiaci a>1 ti convergent daci 0 < a< 1. Pentrua=1 criteriul radacinii nu
precizeaz natura seriei, deci va trebuf sletermirim natura seriei in acest caz prin alte metode. Fie
atadara=1. Termenul general al seriei devine Tn acest caz:

n
_jn +nt :j]_+ n:j
) ) n
ti deci
e
nz) n? n+1

l|mu-”91j Jj ﬂ'j“%j =e:i£n”7:e

Cum limitatirului termenului general al seriei este diférite zero, conform obseryiai 2.1.7 seria este
divergent ti in acest caz.

n
26.11 Z 2n+1i

Rezolvare.ln acest caz este comod de aplicat critefidacinii, 2.5.4,ti obtinem:

n
un:) n )
2n+
n
n un =
2n+1

. . n 1

lim gu, =1lim ==<

now n~o2n+1 2
ti deci seria este convergent

"n!

2612 Y2

n=1 N
Rezolvare:Aplicand criteriul raportului, 2.5.5, se ghe:

_2"n!
n — nn
2n+1(n+ l)'
n+1 n
n . .
lim Y1 = jim %wm Zj% = 2im —+ =2
n-w U now 2"n! n-o N+ nﬂm) 1} noe
n ey
n Y,

Dar — <1, deci, conform criteriului mai sus amintit, seria este conveggent
e

al‘l

2.6.13 ——,a>0
ézn + 5n
RezolvareVom folosi criteriul raportului, 2.5.5. Avem:
al‘l
un = 2!1 + 5n > O

ti deci:
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n+1 n n Snjjg} n+§
lim Y1 = jim h&%szlim a =2
nee U, .25 a n- oo 5n+1jjg) n+1+) 5
IENNE

. . ) a . .
Pentru% <1, deci pentrua<5, seria este convergentar pentru T >1, deci pentrua>5, seria este

divergend, conform criteriului raportului. Pentra=5, criteriul raportului nu ne poate preciza natura
seriei . Pentru a stabili totunatura seriei date in acest caz putem folosi una din uitoarele metode:
- proprietatea 2.1.7, unde

n

5" 1 _
limu, =lim = =1
n-w n-owo 2" 45" nﬂw}

IE i

deci termenul general al seriei nu convergé,laeea ce Inseamna seria este divegehin acest

caz
- criteriul Raabe-Duhamel, pentru care
n+1 n+1 nl_ gl n L
lim nju—”—fi =lim njiz n+5n —,)1 =lim n2 5 52 5 =
e Uy ) e S22 ) e 5(2'+5)
. 2"(2-5 -3
=lim n%zghm ano
n-oco n- oo
5(2'+5) 14%}
Y,

ti cum aceasilimita este subunitar seria este divergent

n!
2614 X+ e

Rezolvare:Aplicand criteriul lui D'Alembert obinem:
n!

RN VERVEE  VE
i Ynst (n+1)! A+Y(A+d(A+g . n+l
o U new(A+1)(A1+2) . (A1+n+ ) n neo A+ 1

ceea ce Inseamrca acest criterii nu ne poate da inforfiaasupra naturii seriei. Aplam criteriul
Raabe-Duhamei obtinem:

. uo 4.
n) -7 =lim ré
n-e )unﬂ } n=e
Prin urmare, dat A >1, seria este convergentar pentru0< A <1 seria este divergentDaci A=1,
termenul general al seriei devine:
n! _ 1

= 2B0.4n+1) n+1

A+n+1 él_. M
-1 =lim
n+1 n-o N+ 1

deci am okinut seriazi , care este divergenfvezi 2.5.3 observd)
n=1N

1+1+_...—l
2615 >a 2 "na>0

nz1
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Rezolvare:Aplicand criteriul Raabe-Duhamel se ajunge la calcule complicate. Putem aplica criteriul
logaritmic:

l+1+.‘.+1'
u,=a 2 >0

1 Ih—t )., 1 1 ) 1, )

In— JREN —Jl+—+...+?{ Ina g/ 1+—+...j—
lim— =jim —8 2" —jim =nalind —2 I oy 4

n-o NN nee Inn n- o Inn N o In n
)1+1+ +%

(aplicand eventual criteriul Cesaro-Stolz pentru determinarea lirliite 2| =1).

n-c nn

. g 1 ! 1 . . 1
Prin urmare, dat-Ina=In=>1, adia —>e = a<-—, seria este convergéntiar daég In—<1,
a a e a

. 1 . . i I . .
adica a>—, seria este divergentDaci a=— criteriul logaritmic nu ne poate da inforniiaasupra
e e

naturii seriei.

2616 >.n"*a>0

nz1
Rezolvare:Se apli@ criteriul logaritmic, 2.6.5.0tinem:
un - nflna >0

1 1
In— In—— Ina

. u, _ .. nma _ . Inn . Inallh n

lim =lim =lim =lim =

n-o Inn n-= Inn n-e Inn  n.o Inn
Prin urmare, dat Ina> 1, adica a> e, seria este convergentPentrulna<1, adic pentru a<e,
seria este divergemnt Daci a=e, atunci criteriul logaritmic nu ne poate da infortinalespre natura
seriei. Daé a=e, atunci termeul general al seriei devine:

In a

_ 4 1
:nlne:nlzi
n

Uy

. . 1 L
obtinandu-se seridd .=, serie divergert
n=1

2.6.17 3 se studieze natura seriei:

>

n=0

. 1 1 .
Rezolvare: Seria ) — este convergeh pentru & termenul generalv, =37 este o progresie

n=0
geometrid@ cu rgia subunitai. Cum termenul general al seriei date are proprlet@ﬁap— , obtinem
1 3” ’

atadar @ aceasta este absolut convergent

2.6.18 3 se studieze converggnseriei:

(-

2
n=1 n“+1
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Rezolvare:Pentru a verifica décseria dat este convergeaitvom aplica criteriul lui Abel, 2.3.1¢ irul

cu termenul genera, = 2n+ 1 este descrestor pentru @&:
n
a.-a-= nt+l  n _r+rf+mEi-2f-r 1
- (n+2°+1 n*+1 (n2+1)((n+])2+])

2
-n
= —F <0

_(n2+1)((n+ ])2+ ])

. ) n
ti de asemenedm ——=0.
noon+1

Prin urmare, conform criteriului lui Leibniz, seria cu termenul gener.fp,l:(—l)" este

n

n? +
convergert.

Pentru a verifica dacseria este absolut convergg&ntom aplica criteriul compateei, 2.5.3, unde:

n n
Un:(_l)n e
n°+ n+1
_1
vn—E
Obtinem:
n
I VT P N
lim = =lim ———==lim ——=1
naoovn n-o 4 n-o N° +
n

. . . ) 1 . . o ’ n
deci cele doi serii au aceganatuii. Cum seria) = este divergent obtinem di ti seria Y — 1
n n’ +
n=1 nx1

este divergerit deci seria datnu este absolut convergént

2.7 EXERCITII PROPUSE:
271 S se stabileagcnatura urnitoarelor seriiti sa calculeze suma lor
1 1
ay ——— R: =,
glllsn2 -8n 3 4
convergertt
b.z; , unde a este un nurir real diferit de orice intreg negativ R: 1
Zi(a+n)(a+n+1) 1+a
convergertt
1 1
C)rm——7T——F3 R:———
S (CXE) CETy i
convergerit
5
R:—
d 2n + (_1)n+1 6
Z 5 convergerit
nz1
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2" +(-1)"
Indicaie: Se va scrie# :jg
" .2 . -1
geometrice de tie — ti —
5 5

2.7.2

D N v

&n? +3n+ 5
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n _ n+1
L3

5 se stabileagcnatura urnitoarelor serii:

1
b.
gl\/ n’+n
1
C.)——
HZ:lBOm 7
Z Vn+1- «/71
nz1
e 1000
‘nzz n? _\/E
Indicaie: se va folosi inegalitatea:
1000 _ 1000_ 1000 __ 1000
n*-v2 n*-n n(n-1 (n-1)°
1
f. , >-2
2 2"+a a

nz1

A 1
Indicatie: se va compara cu ser@ -,
? n

2.7.3

c.y,

Si(2n)!
10B060..0 2n- )
2050B0..[{ 3n- :1)

4.y

nz1

)Zn +7n+
e

n>l}Gn +5n+

9

nz1

Indicaie: 1+ 2%+ ..+ n®=

)13+23+ +n

y n’

nz1

"

6

n(n+1)(2n+ 3

folosind al treilea criteriu al compaiai.

R: convergerit

R: convergert

R: divergeni

R: convergerit

R: convergerit

R: convergerit

R: convergerit

R: convergeri

R: convergeri

R: convergerit

R: convergerit

R: convergerit

, ti prin urmare seria dateste suma a déwprogresii

S se stabileagcnatura seriilor urritoare aplicand criteriul raportuldi criteriul radacinii:
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1 R: convergert
g. z n
n=2(lgn)
o 25 R: convergerit
=i(3n+7)"
2.7.4 S se stabileagmatura seriilor urritoareaplicand criteriul Raabe-Duhamel:
2D7E112D..[Q 2+ 9 n ) R: divergent

a'g‘lammsm..[q:« )

b a" [l 0 R: convergent pentrua<e
Zl PN a= divergend pentruaze
nz
1 R: convergent pentrua > 2
c. Z—n' , a>0 . gemp
nzlg/(g/+1),,_(a+ n+ 1) divergent pentru0<a <2
2.75 S se stabileagcnatura seriilor urritoare:
_q\n+lL R: semiconvergefit
2y (Y
Zin(n+1)
(—1)" R:absolut convergeiit
b. z —undea este un nurar real diferit de orice intreg negativ.  pentrua >1.
n=1(n+a) semiconvergetitpentru
a<l
n(n-1) R: divergeni
()
= Wn
2.7.6 S se studieze convergenseriei:

;(Z—x/—e)(Z-éfe)...( 294, &0

Indicaie: Se aplié criteriul lui D’Alembertti criteriul al doilea al compatgi.
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3. FUNCTII REALE DE O VARIABIL T REALT
3.1 LIMITE DE FUNC T1I

Fie AOj , %, (numir finit sau infinit) un punct de acumulare al nimhii A (nu neagrat

% OA)ti f:A- i ofundie de variabi reah.

3.1.1 Definifie: Vom spune & 10; (finit sau infinit) estelimita functiei fn punctul x;relativ la

multimea A dac pentru oriceair de numere reale(xn) din A, X, % X%, cu lim x, = x,, drul
neo

n¥
(f (xn))nD¥ al valorilor funaiei are limita | . Vom scrie atunci:
li f(x)=1 lim f(x)=1
Jim (x)=I sau lim (x)
Petru definjia 3.1.1 sunt echivalente afirmiite:
3.1.2
a.Numarul 1O (finit sau infinit) esteimita func tiei fTn punctul x, relativ la mutimeaA

daci i numai dad pentru orice vecifitateV a lui | existivecinitateal a lui x,, depinzand d¥/, astfel
incat pentru oricexd An U, x# % ,avem f (x)OV .

b.Daci x, ai |l sunt finite, atuncil estelimita functiei fin punctul x, relativ la mutimea
A dacgai numai dad pentru orice nufir £>0 exisé O,>0 astfel incat pentru orice

xOA, X2 %, x- %|<d,, avem|f (x)~I|<& .

c. Dadi x, este finitai | =+, atunci lim f(x)=c dacia i numai dad pentru orice
X%

numir M >0 existi J,, >0 astfel incat pentru oric&d A, x# % ,| x- %|<J,, avem f (x)>M .

d.Daci x, =0 di | este finit, atuncilim =1 daca i numai dad, pentru orice nurir £>0

X - 00

existi J, >0 astfel incat pentru oricad A, x# %, x> &, avem|f (x)~1[<e¢.

3.1.3 Operaii cu limite de fungii: Fie f,g: AOj - j si X un punct de acumulare pentru
multimeaA. Dag exist lim f(x) =1, si lim g(x)=1,, finite sau infinite, atunci:
X- X- X
a.daa |, +1, are sens, funa sum f +g are limitt in punctul x, si avem:
lim (f+g)(x)=1+I
fim (1 +0)(x)=1,+1,
b.dag |, 0, are sens, furtia produs f [§ are limit; in punctul x, si avem:
xl[nzo(f B)(y =L,
|

c. dag¢ g(x)#0 pe o vecimtate a Iui %, si dag [ are sens, atunci furia
2
i:{XD A‘ 9(¥# (} ~ i arelimit in punctul x, si avem:
g
lim i(x) _h

x-% g I,
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d.daa a0j ,atuncifungia aOF : A j arelimit Tn punctul x, si avem:
lim o OF (x) =a 0,
X=%

3.14 Criterii de existend a limitelor de fungii:
a.dag |f(x)~1|<g(x) pentruoricexd A si lim g(x)=0, atunci lim f(x)=1
X=X X=X

b.dag f(x)=h(x) pentruoricexdA si lim h(x)=c, atunci lim f(x)=co
X=X X=X
c.dag exist M >0 astfel Tncét‘f(x)‘s M pentru oricexd A (i.e. f este mrginitt peA)
si lim g(x) =0, atunci lim (f )(x)=0
X-X X— X
d. Criteriul lui Cauchy: Funaia f: A - j are limit Tn punctul de acumulare finik, al

lui A dags i numai da¢ pentru oricee >0 exist o vecirnttateV a lui x, astfel incat pentru orice

X, X 0OVn A X2 % avem‘f(x')—f(X' )‘<E-

3.15 in aplicai se folosesc des urnoarele limite:
sin(ax tg( ax
atim SN _a -y 19()
x-0  bx b" x-0 bx

b.mini\x

o,dag a>1
0,daa O<a<1
0,daa a>1
o,dagd O<a<l1

=g y%( 1+€(\X =é

lim a* =

X 00

lim a* =

X — =00

3.2 CONTINUITATEA FUNCAIILOR DE O VARIABIL 4 REALA

3.21 Definifie: Spunem ¢ functia f este continui in punctul de acumulare, O A daci pentru
oricetir (x,),,, O A convergent lax, avem lim f (%) =f(%)

Urmatoarele definiii sunt echivalente cu defitia da mai suscontinuitatii unei functii
ntr-un punct:

a. Pentru orice veciitateU a lui f (x,) exist o vecinitateV a lui x, astfel incat pentru
orice xOV n A avem f (x)OU .

b. Pentru oricee >0 existi J, >0 astfel incat pentru orice<0 A, cu |x— %|<d, avem
[t() - f(%)<e.

3.2.2 Definifie: Spunem & functia f:AOj - estecontinua la stanga (respectiv la

dreapta) in x,0A dac pentru oricesir (xn) O A x, < x (respectivx, > %), culim x= x,
noe

no¥

X

avem lim f(x,)=1f(x) (se mai poate scrie: lm f(x)=f(x) (respectiv
noow -, X<p
lim f(x)=1f(%)),i.e.limita lateral i la stanga (respectiv la dreapta) ale fyieicf in punctul x,
X=X, %> %

existi si este egaicu f (x,) .
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3.2.3 Propozfie: Funaia f : A j este contingin x, 0 A dags i numai dag este conting la
stangssi la dreapta inx, .

3.24 Definifie: Un punct x,0 A se numete punct de discontinuitate a lui f dag f nu ste
contini In %,. Un punct de discontinuitate pentru furecf se numete punct de discontinuitate de

speta | dac limitele laterale al fungei f Tn punctul x, exist, sunt finite, dar nu sunt egale. Un punct
de discontinuitate pentru futia f se numete punct de discontinuitate de spea a ll-a dac nu este de
spea l.

3.25 Definifie: Fie 1 0 wun intervalsi f:l -~ o fundie. Spunem ¢ functia f are
proprietatea lui Darboux pe intervalul | daa pentru orice a,b0l,a#zb si pentru orice
AOj , f(a)sA< f(b) exist c,0(a,b) astfelincatf(c,)=A.

3.2.6 Propozfie: Orice fungie conting f :1 - j are proprietatea lui Darboux. (Reciproca nu
este adewat).

3.3 UNIFORM CONTINUITATEA FUNCAIILOR DE O VARIABIL A REALA

331 Definigie: Fie | O unintervalsi f: I - i . Spunem cfeste uniform continupel dag
pentru orice £>0 exist J, >0 astfel incat pentru oricex, X' 01 cu |xX-X|<d, st avem
[F(x)=f(x)<e.

3.3.2 Propozfie: Orice fungie uniform continu este continy. (Reciproca nu este adgat )

3.4 DERIVABILITATEA FUNC AIILOR DE O VARIABIL 4 REALA

341 Definisie: Fie | O uninterval, f :1 - j si x, 0l .Daa exists i este finit
f(x)-f
109 1(x)
x-% X=X
vom spune tfunctia f estederivabil & Tn punctul x,. Vom nota:

im LX)~ 10%)
| 7 NP = f
g )
si 0 vom numi derivata funiei fin x, .

Limitele

- m ()= (%)

f = |

o)z, M w

£(x)= tim ~X=10%)

X— X, X< )(—)(0

daci existi, se numesc respectiderivata la dreaptasi derivata la stanga a fundiei f in punctul x, .

3.4.2 Propozfie: Funaia f :1 - j este derivabiiin x, daca i numai dad are derivate laterale
egale inx, .
3.4.3 Teorema lui Rolle:Fie funaia f : 1 - j , a,b0dl,a<b. Daa:

i. f este contind pe [a,b] .
ii. f este derivabil pe (a,b)

ii. f(a)= f(b)
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atunci exist cel puin un punctcO(a,b) astfel incatf' (c)=0.

344 Teorema lui LagrangeFie fundia f:1 — i , a,b01,a<b.Daa:
i. f este contina pe [a,b] .
ii. f este derivabil pe (a,b)
atunci exist cel puin un punctcO(a,b) astfel incat
f (bg_;(a) = (c)
3.45 Consecine: Daci f' (x) >0 (respectiv f' (x) <0) pe intervalull, atuncif este cresttoare
(respectiv descrestoare) pe acest interval.

3.4.6 Teorema lui Cauchy:Fie f,g:1 - j ,a,b01. Daa:
i. f & g sunt continue pda, b|
ii. f & g sunt derivabile pea,b)
ii. g(x)# 0 pentru oricexO(a,b), atunci exist cel puin un punctcO(a,b) astfel incat
f(b)-f(a)_ (o
a(b)-9(d  d(9

3.4.7 Regulile lui 'Hospital : 1.Fie f,g: 1 - j ,cOl . Daa:

i. f(c)=g(9=0
ii. faigsuntderivabile irc
i. g'(c)=0

t(x)_ (c)

atunci lim ——~=
x-eg(x) d(q

2.Fie f,g:1\{c} - i ,undeceste un punct de acumulare peritrDagi:

i. lim f(x)=lim g(x)=0

X—C X— C
ii. f ai g sunt derivabile pé\{c}
iii. g (x)# 0 pentruxO1\{c}

o (x)
iv. L”:nc g () =1

atunci lim M =1
=e9(¥)

3.Fie f,g: I\{c} - i ,undec este un punct de acumulare penitrDaca:
imjo() =+
ii. f ai g sunt derivabile pé\{c}
iii. g'(x)# 0 pentruxO1\{c}
v im0
eg (%)
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(),

atunci y[ncm

3.4.8 Observaii:  i.Fie f,g:1\{c} - astfel incat lim f(x)=0 & limg(x)=c
X—C

X-C

F = f [y . Daci vom scrieF = vom ohine unul din cazurile In care se poate aplica regula lui

-9
1
f

@\l—\\

I'Hospital (2. sau 3.)
i. Fie f,g:1\{c} - astfelincatlim f (x)=lim g(X) =+~ & ®=f-g. Atunci dac vom scrie
X—C X— C
1 1
—¢_q=9 f
b=f-g 1
oy
I'Hospital (2. sau 3.)
iii. Fie f,g:1\{c} - i astfelincat

vom olgine unul diim g(x)=0in cazurile In care se poate aplica regula lui
X-C

I|m f(x) i sau
I|m f(x) 1 i I|m g( X)=c0 sau
I|mf() OOaJ|Img() 0

d W=f9, atunci dad vom scrieW = f9 =e?" ' se ohine cazuli. prezentat mai sus.

3.5 DIFERENAIABILITATEA FUNC 4IILOR DE O VARIABIL 4 REALA

351 Definifie: Vom spune & functia f : 1 - j , undel este un interval, estdiferentiabila Tn
punctul x, 01 daci existi un nurdir AOj astfel incat pentru oriced | sa avem:

F(x)= f06)= Alx=x)+a(J( x ¥)

undea: | - j esteofungecu proprietatear(><0) =0si lim a(x) =0.
X= %

3.5.2 Consecina: 1.0 fungie f:1 —j este diferefiabils Tn x, 01 dags i numai dag este
derivabik Tn x,. Dag f este derivab§l in x,, atunci

F(x) = f(6)=f (%)(x=%)+a(H( *x )

undea:| - i esteofunge cu proprietatear (x,) =0 si lim a(x)=0.
X%
Pentru valori suficient de apropiate ale yuile x, vom putea scrie:
F)=10%)= 7 (56) (%= %), >= % 0 |
3.6 PROBLEME REZOLVATE

Folosind definiia limitei unei funaii ntr-un punct (3.1.3), sse arate ¢
3.6.1 lim x* = 4

X2
Rezolvare: fie >0 un numgr real si xOj astfel incat \x—2{<6. Obtinem atunci ¢
—0<X-2<d = 2-9< x<d+ 2.Cuming |x+ 2|+ 2si 2-5<2-7J, avem:

|x|<2+d si
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[x+ 2 <[+ 2< 4+0
Atunci:

@)

X =4=[(x=2(x J=|x & » p<o( 49)

Fie atuncig >0 si 5>0 astfel incat 5(5+4)<e = 0<JI<

£
_ Xx-2<d in
2+4+¢ 4

relaia (*) obtinem : ‘xz —4{ <& . Am ohiinut asadar:

. ) £ .
Pentru orice £>0 exis§ 0<d<————— astfel Tncat pentru oricexdl, cu
i 2++4+¢ P
2 ~ T .

- ———, avem: X" —4{< &, ceea ce Tnseamrconform definiiei 3.1.3 ¢ functia dat are
[x=g < F— avem:|x’ -4 L , 5 funia da
limita4Tn x, = 2.

3.6.2 lim L =0
x—wx +1

Rezolvare:Vom agta ¢ pentru orice >0 exist J, >0 astfel Inct pentru oricex>J, ss avem

1 A A . . 1 . .
——<E. Avand in vedereg x>0, inegalitatea >— <& se mai poate scrie:
x“+1 X“+1
1-¢
x>, |—
£

S _|1-¢ . . 1
Atunci luand &, = /? , pentru x> 9, ingalitatea s

1 <& este realizat

363 Fiet:® .q,f(x)=200

S searate lim f(x)=0.
Rezolvare: Fie g,h:i -i.,g (x)=sin(>§,r(>)=%. Avem:  f(x)=g(X(® i

lg()|=[sin(¥)|< L lim K § = lim £= 0. Atunci conform criteriului 3.1.4¢., obtinem g:
xoeo

lim g(x)ch(x) =0

X 00

deci ll?l f(x)=0.

3.6.4 $ se arategfunctia f :(0,0) - j , f(x)=(1+sin ¥ In x nu tinde gtre  atunci cand
tinde gtre o .

Rezolvare:Ss presupunemgfunctia dag tinde gtre o atunci cand tinde gtre « . Atunci, conform

criteriului 3.1.4b., pentru oricesir (x,) ., cu lim x, =0 avem lim f (x,)=o0. Fie atuncisirul

(%) iy X ——+ 2. Bvident avem lim x, = I|m(—+ 2mr) —?+ 27llim n=w . Atunci

n- o

lim f (xn) =00, conform criteriului mai sus amintit. Dar:
neo
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f(x,)=(1+ sin(%”+ 2rVT))EIn(3—;T+ ) =

:(1+sin37ﬂ)Eln(3—;T+ 2mr)=( 1~ 1)[]]n(%7+ 2mr)= 0
deci lim f(xn)=0, contradigie, deci presupunereaduts este fals, si prin urmare funda dag nu
n- oo

tinde gtre « atunci cand tinde gtre o .

3.6.5 S searategfuncia f:j -, f (x) =sinx nu are limit candx tinde gtre o .

Rezolvare: Vom agta o exisy s irurile  (x,) ., +(Va)y » CU limox”:!jinwy”:w si

lim f(x,)#lim f(y,).Fie sadar x, =nz, y, = 7+ 2. Avem evident

r|1|rTl’n71-I|md +2rvg
(

Dar f(x,)=sin(r)=0si f(yn)zsin4g+ Zn?\: 1, deci lim f(x,)=0si lim f(y,)=1, deci

n- oo n- oo
lim f(x,)#lim f(y,)

ceea ce contrazice criteriul 3.11,

3.6.6 Fief:i \{-13 -, f(¥ :%L.Are aceagtfundtie limits in punctele 1 si 1?
N

Rezolvare:O funaie are limit intr-un punct dag i numai dag limitele laterale in acel punct exjsti
sunt egale. Sremarem maii intdi ¢ desi puunctele-1 si 1 nu apatin domeniiului de defirtie al
functiei f, ele sunt totg punte de acumulare pentru acesta. Vom calcaldar limitile laterale ale
functiei in cele dog puncte. Avem:

. X X . X . 1 1
lim —=—=lim = lim ——0 lim = ~Tf-00) =00
XomLx<-1x2 —1  xe-1 %- 1()( 1)(x+]) %om 1x-1%— 1 - 1% & 1 2
lim = lim X lim im 1 —}E¢0=w
Xo-1oo-1x2 —1  Xe-1 %- 1()( 1) x+]) %om 1x-1%— 1 %- 1% & 1 2
deci fungia nu admite limi Tn punctul x =-1. Analog:
lim 2X = lim —> = Jim Olim —1=}Eﬂ—m)=—w
xolxix? =1 e leix=1)(x+ 1)  x 1xix+ 1 x lx 1 2

. X . X 1 1
lim ———= lim ———x= lim Olim =—[do =00
x-1e1x? =1 xle X=1)(x+1)  x 1x 1x+1 x 1x e 1 2

decii fungia dat nu are limit nici Tn punctulx=1.

3.6.7 S searategfunctia f:i -, f(x)=cos1 nu are limit Tn punctulx=0, demonstrand
X
cs nu satisface criteriul general al lui Cauchy.
Rezolvare:Vom agta G exisg 51 >0 astfel incat pentru oriced >0 ss existe x,%, , satisicand

inegalit ile <0 si [f(x)-f(x)ze.

Fie & =2 . Atunci pentru oriced >0 exist un nungr natural nO¥ astfel incat:

1
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pentru g lim L. lim - ————=
nee 27 nee(2n+ Y
Dar
| (%)~ ()| =|cos2mr- cog 2n+ 37 = 2
si deci criteriul genral Cauchy este contrazisadar fundia dat nu are limig in punctulx=0.

3.6.8 S searategfuncia f:j \{-1} - i, f(x):%l satisface criteriul general al lui Cauchy
X

n punctulx=1.
RezolvareFie X, X' >Q % % # 1. Atunci:

X X =X
() [F(x)-f(x )‘:\x'+1_ X.x,,f(xfj)(?;“ ;l< x-l-l) x‘+1)\
<P =X |=[k- 1+ 1K< x= B x- L

Alegem ng si X, X' astfel incat|x -1 <§, |x - 1<52 . Atunci n relaia (*) obtinem:

[100)= 100 )|<[x- 1% - <5 +5 =6
ceea ce Inseants functia dag satisface criteriul lui Cauchy n puntud=1.

3.6.9 S se calculeze:
lim ( X2 +1- x)
Xm0

Rezolvare:Suntem in cazul exceptat —c . Avem:
2 41—
R e
1 x ‘XU\/1+%+
! X

Cum x - o, deci x>0, obtinem |x = xsi deci:
X2 +1- x -I|m

im| s F

i1 ; se aplig 3.1.4,c.).

3.6.10 S se calculeze:

lim x( x2+1—x)

X - *oo

Rezolvare Avem:

Ax/x_érl X x2+1+>)

f(x)=x[v 3%+ 1-
( VX +1+x ‘X‘g 1+i+%

Pentrux —  avem x>0 deci [x|= x . Atunci:
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Iimx( x2+1—x):lim X =lim—21 =1
X - 00 X 00 ( 1 \ X 00 1 2
XJ 1+ + 1+5+1
N x x

Pentrux — —co avem x<0 si deci x| = -x. Atunci:
(9= x+1_g=xg*/3;_42=4£_ %/ +1 )=
ng\/@+%\

I|mx( X+ 1- x-I|m %J/1+—+

3.6.11 S se calculeze:

\”/1+ -1

xﬂO

Atunci:

Rezolvare:Suntem n cazul exceptag .sinand cont de reléa:
a"-b"=(a-p)(d '+ d 2br ..+ alf >+ )

in care lym a=4y1+ x, b= 1, obtinem:

Yl x-1_ (y1e %) -1
X xg{‘/(1+ x)"'1+(f( A A x+ﬁ

X 1

i xg'\“/(1+ x)"71+{‘/( O AR T x+ﬁ Q/(1+ x)"_1+{1/(1+ R AT |

si atunci:

i YIEX=1_ 1 1
-ox \"/(1+x)”’1+{‘/(1+) +o+ 1 M

3.6.12 S se calculeze:

. 1-cosx
lim 5
X0 X

- 0 .
Rezolvare:Suntem de asemenea in cazoul Atunci:

’

o X)
1-11- 2sin*5 in2 X
1-cosx _ J Zj _25|n 2_

1
X2 X2 2

I x
g
N

e e —

N X
RSNSERN L

si deci:
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x )

3.6.13 S se calculeze:
. sinbx—sin3x
lim —
X-0 5x
Rezolvare: Avem:
. sinbx—sin3x_,.  2sin Xtos4x sin )ﬁ] 2
lim =lim =—Tim ——Tlimcos4x=—
X0 X0 5x 5x0 X x0
(a se vedea opetia cu limite de fungii, 3.1.3)
3.6.14

S se calculeze:

. TIX
im (1~

Rezolvare: Deoarece lim (1-x)=0 s lim tg =0,
X=1 x-1x1" 2

. 71X
im tg—=-o

x-1x1" 2
exceptatold . Fie atuncil— x= u; atunci pentrux - 1, avemu - O si

. X . (7w, Y m_
leinl(l—x)tg?—u[nou[ﬂgjz(l u) _Imwoumg?_l

, suntem 1n cazul

u
m

U

\: =

o (1
)2

1

EEEN)

unde am aplicat 3.1.%,.

NN

3.6.15 S se calculeze:

(e
Y pe

RezolvareSs obsergm mai intéai ¢ lim

xoe X% =2

=1, deci suntem in cazul exceptaf . Avem:

3,2
X2 2 ( XZ—Z\XZ—Z
(x+1) _( 3 ) _ﬂ 3 )3
-3 -4 EREZEN
Cum:
x2-2
. 3 Co 3%
>|<|£Tlgl+xz Zp ° —esi llmx2_2:3
obtinem G:
lim 5%\ =¢e® (am aplicat 3.1.%)
X—0o | X& —
3.6.16

S se calculeze:
. In(1+kx
jim I (1 k)
x-0 X
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Rezolvare:Suntem in cazu% . Avem:

@:%In(h kx) =In (1+ k>§§
si atunci:
1 1 X
Iimo@ :|im0|n (1+ kX); :Iim[I)n j( 1+ k%f)ﬁJ =

1 _ 1 ~
:legwok[lh(1+ kx)ix = k[lhllxrpo( T ky= K (= Kk

3.6.17 S se calculeze:
_e*-1
lim
x-0 3X

Rezolvare: Suntem in cazulg. Notsm t=e?*-1, de unde: €*=t+1 sau, logaritmand,

In(ezx):ln(t+l)~:» 2x=In(t+ J = x:%In(]:L }. Obser¢m o dag x -0, atunci t - 0.

Obtinem:
. -1 t t 2
lim =lim 3 =19 | =
x-0 3X '"°,| (1+t) 31—0n(l+t) 3
2
(pentru 6 IimI ¢ =lim L =lim L = 1 =1)
t

~oln(1+t) “O%In(lﬂ) “ln(1+t)e In ()

3.6.18 S se calculeze:

ak-1
lim , a>0
x-0 X

Rezolvare:Suntem in cazulg .Notsm a*-1=t, de unde:

In(t+1)

In(a)

a‘=t+le In(ax)zln(t+:l)=- h(gd=In(tr = x

Se obserycs dag x —» 0 atuncit - 0 . Obtinem:

=In (a) D]trpoln(tt+ 3 =In (a)

3.6.19 Studia continuitatea fungei:
1

|
f(x)=7e" ,dacaxdj \{ ¢
Jl, dacax=0
Rezolvare:Pentru x# 0, fundia este conting; vom studia continuitatea futiei numai in punctul
x=0.Avem:
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1
Iimg—%\ =~ si deci lim f (x) =lim e = 0

X-0 X— 0
Cum Iimof(x)¢ f(0), fungia nu este continuin punctul x=0; acest punct este punct de
X

discontinuitate de sp& intaia.

3.6.29 Studig continuitatea fungei:

j%,dacaxDi -2

F()=7 14 oex

70, dacax=-2
RezolvareFungia este contingin orice punctx# -2 ; in punctul x=-2 avem:
. 1 1 . 1
f(-2+0)= =" = _— =
( 2 0) x-l—lg,nx>—2 EE O,pentrus x—lflg,n><>—22+x e
1+ 2x+2

. 1
=1, pentru lim —=-
P & x--2,0-22+ X *

. 1
f(-2-0)= =
( 2 O) x—lflg,n»fz 1
1+ 2x+2
Am obhtinut ssadar 6 limitele laterale ale fungei Tn punctul x=-2 nu sunt egale, de fufie nu este

continws in x=-2; deoarecef (-2+0) = f(~2) = 0, fundia dat este conting la dreapta in punctul

Rl

x=-2; x=-2 este punct de discontinuitate d spa doua.

_Jx+1,x0[0,1
J3ax+3x0(13

continus pe intervalul inchig1,2] .

3.6.29 Fie f(x) Ss se determine constanta astfel incat funga f ss fie

Rezolvare:Deoarece funga f pe intervalele[l, 2) si (1, 2] este liniag, deci conting, vom studia

continuitatea fungei f numai Tn punctulx=1. Condiia de continuitate pentru fufia f in punctul
x=1 se scrie:

() f()=1(+0=1f(2-9Q

(2) f()=1+1=2
f(1-0)= lim f(X)= lim (x+1=2

Dar:

Xo1,x<1 X- 1 x 1T
f(1+0):xlim>1f(x): x1ir1r1>>l(3ax+ 3=3a 3

Din relaiile (1) si (2) obitinem gadar ¢: 3a+ 3= 2, decia= —% )

3.6.22 S se studieze continuitaea fures:
=i < X<
f(x) rI1|£r!°(x”+1), 0< x< 1

Reyolavare: Dags  x[0,1), atunci f(x):lim(x”+1):1+lim X¥=1 Dag x=1, atunci
n-oo n- oo

f(1)=1lim (1” + 1) = 2. Asadar fungia este contingi pe intervalul [0,1) si disconting in punctul
n- oo

x =1, avand o discontinuitate de prima gpe
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36.29  Ssearatefunga f(x)=x2*- 1se anuleagintr-un puncté0(0,1).

RezolvareAvem: f (0)=-1<0si f(1)=12" - 1= 1> 0. Cum fundiaf este conting pe intervalul
(0,1), f are proprietatea lui Darboux pe interval{@, 1) , cu alte cuvinte existcel puin un punct
£0(0,1) astfelincatf (£)=0.

3.6.24 S se arate gfunctia
(%) :jl,dacaan.
’J-1,dacaxOj \=

RezolvareFie x Or . Cum mutimea numerelor indonale este degsn mukimea numerelor reale,
oricare ar fi 0 vecigtateV a lui X’ , exisg un punctx' Oj \a cu X' OV . Am oktinut ssadar ¢
pentru orice vecigtateV a lui X exist x" OV astfel incatf (x ) - f(x' )=1-(-1 = 2, decifnu
este conting Tn nici un punctxa .

Analog, pentru oricex' O \ = , tindnd cont ¢ multimea numerelor ngonale este degsn
multimea numerelor realénu este contingin nici un punctxdj \a ; asadar f nu este continuin

nici un punctxOj (; == 0(j \a)).

36.25  § se studieze continuitatea unifogrpentru fundgia: f (x) = sin(xz)

Rezolvare:Cum fungia sinus este o funie msrginits pe i , fundia f este de asemenesgrginits. De
asemenea, fiind compunerea a gldunctii continue,f este contingl.
Pentru a studia uniform continuitatea feiet avem:

jl,dacax2 =(4k+ ]),ET KO¥

f(x)=

-1,dacax =( 4k+ 3%7 K¥

AN N

0, dacax? = ki, k0¥

J

Fie x' =\/(4k+ 3)% X =\/( Akt ;LZT CAtunci X - X' =

s
m Vg
4k+3)— +,/(4k+ J—
T LK
valori ale luik suficient de mari, punctele’ si x" pot fi luate oricat de apropiate. ks
I(x)- (%) =%in (akr 97 -sin (ks 7

Am arstat gsadar 6 exisg £=2 si punctele x, X' situate la distary oricat de mig astfel incat
[F(x)-f(x)

uniform conting pe orice interval compact din ).

, si deci pentru

=2

= 2, ceea ce demonsteags functia da nu este uniform continupe j (dar este

36.26  § se studieze uniform continuitatea fuiet f :[0,00) - i, f(x) =%1+ X
X
Rezolvare:Se obsery cs functia dat este conting (fiind suma dintre raportul a dgdunctii continuesi
o fundie continy) si nemsrginits pe intervalul considerat (averim %1+ X=0 ). Vom asta & este
X0 X

uniform continy pe [0,) .
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Fie x,,%, = 0. Avem:

X %
X1+1+X1 %+1

<|x, - (+ [ = x| \< - +| % —
< nglm %= %|( 2] %~ )

Fie £>0 si 0>0 astfel iIncatd(1+d) < &. Atunci pentru oricex; , x, = 0 astfel iIncat]x, — x| < d

=|( %= %) +( x- &U(lf 5on

‘f(xi)—f(xz)‘ / (l+ )i)[ql")é

%

obtinem, conform relgei de mai sus/f (x,) - f(x,)|<J(1+J) <&, ceea ce demonstreags fungia

dat este uniform continupe [O,m) .

3.6.27  § se studieze derivabilitatea fuie f (x) = sin(2x2 + ]) n punctul x, = 2

RezolvareConform definiiei, o fundie este derivabjlintr-un punctx, dag exists i este finit

109 1(x)
x=% X=X

. In cazul de fg obtinem:

. _ 2% +1-9_ 2%+ B 9
sm(2x2 + 1) - sin( 9 -I|m 205in 5 [tos 5 :

X2 X—2 X- 2 X—=2 -2 Xx- 2

2Bsin(x2 _4) [tos( X+ % 5|r(2 L) (x+ 2)cos( X+ $= 8cog 9
X -4

derivabik Tn punctul x, = 2.

f(x)-f(2
=1; asadar IimZM exists i este finit, deci funcia dag este

pentru g lim
X2

1
3.6.28 S se studieze derivabilitatea fuiie f (x) :jln(“ 2, PR

2x, x>0

(1

RezolvarePentru XDJ_E’(}\ avem f'(x)= ( (1+ 2x)) = 1+22x; pentru x0(0,»0) avem

f! (x) =2.Asadarf este derivabjl pe g % (% ; pentru a studia derivabilitatea fuiie Tn
3.4.2; derl

punctul x =0 vom folosi proprietatea ivatele laterale ale fian€ in x=0 sunt:

f,(0)= fim FO= Oy 2620 iy 20,

X~ 0,%>0 x-0 x>0%0X—-0 % 0x0X
f(o)= tm LI m(e2)=0 (a2
X-0,x<0 x-0 X- 0% 0 x-0 % 0% 0 X

2X

= lim Ing(1+2x)2xj\ =2

X-0,x<

Cum derivatele laterale sunt egale, ftiad este derivabiiin x=0 si f'(0)=2.

3.6.29 S se studieze derivabilitatea fuie f :[0,7] - i, f(x)= max(cos( x) ,cod( x)) .
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RezolvareFie g:[0,77] - i , g( X =cos( Y- co( ¥ . Avem:

(x)=cos(x)(l— co§(>§)= cob® s?r())

si deci g(x)>0< cos( ¥ > cod( ¥ pentru XDJO 2)) si 9(X)<0= cos( ¥ < cod( ¥ pentru
xng 75 pentru g sin’(x)=0 pentru oricexsi cos(x)>0 pentru XDJO,%}, cos(x) <0 pentru
X jgé Am obtinut asadar 6:
jco x) daca0< x<Z
f(x)=] o2
jco?(x) ,dacazs X<
deci

j sin(x),0< x< 7 xz
=)
j—3c0§( X) sir(x) 7< X< T

Pentru x :%T vom stabili derivablitatea funiei f pornind de la propogia 3.4.2:

ST

fl.ig;l\: ’ c0§(x)—0: o Slnjz )34 ﬂjx\ _
Tt T mer (V)2
2 J2 ?
(
(m_ o cos9-0_ JE?
O F R T -
2 274

Cum derivatele laterale nu sunt egale , filmaiu este derivabilin ng
3.6.30 S se demonstreze inegalitatea:
X
—— <arctg(x
1+ % 9()

pentru oricex0(0,e) .

RezolvareFie f :(0,) - i , f(X)= 1+Xx2 —arctg(x) . Avem:

<0

1+ -2% 1 _ 2%
f (X - 2 1+ %2 - 2
(1+ x2) X (1+ x2)
pentru oricex(0,e0) . Cum derivata fungei este negativpe (0,%) , fundia f este descrestoare pe
(0,0) . Ohtinem gadar ¢ f (x)< f(0)=0 pentru oricexd(0,%) , de unde

1+Xx2 ~arctg(x) <0 « 1+Xx2 <arctg(x) pentru oricex(0,) .
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3.6.31 S se demonstreze inegalitatea
3

X
tg(x)>x+§

pentru oricengo,%\ .

3
RezolvareFie f :go,%\ i f(X)=tg(x)- x—%.Avem:

iy _1-cog(x)- ¥ cod(¥) _ sif( N- ¥ co§ 3 _
)= coszl(x) l-X= cod(x) N co¥(X) N
- (sin(x) + xcos( ) ( sir( X - xco$ 3)
cos’ (x)

Fie g:go,%\ =i, 9(¥=sin( X - xoq ¥ .Avem
A

g (x) =cos(X) - co{ ¥ + x sir{ ¥ = xsiff 3> Opentru oricex Dgo . Atunci g este

Al

descresgoare pego,%\ , deci g(x) > g( 0 = 0 pentru oricex DJO IZTJ de unde
sin(x) - xcog x) > 0
Cum sin(x) + xcog( X) > 0,co8( ¥ > 0 pentru oricexDj g\ obtinem g f'(x)>0,

deci fungiaf este cresdoare pe intervalugo,%\ . Awnci f(x)> f(0)=0,(0) xDJ sz , deci

X X . (. m)
t -Xx-—>0-t — t 0)o,— .
g(x)-x 3> o( X > x+ 5 Pentruoricex J ZJ

3.6.32 S se demonstreze inegalitatea

|sin(b) - sin(a)|<|b- 4
pentru oricea,b;j .
RezolvareFie f :[a,b] -~ i , f(X)=sin(x) . Cumf este conting pe [a,b] si derivabi pe (a,b),
din teorema lui Lagrange (3.4.4) @ihem exis§ c0(a,b) astfel incat

f(b)-f(a) = (c)

b-a

deci

sin(b) - sin( a)

D a =cos(c)

De aici ohinem [sin(b) - sin(a)|=|b~ dficoq g|<|b- & pentrug [cos(c)|<1

3.6.33 S se demonstreze inegalitatea

b-a b-a
co¢ ( )<tg( )-to(a)= cod (b)
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pentru orice0 < a< b<’§T .

RezolvareFie f :[a,b] - i , f(X)=tg(X) . Cumf este contingpe [a,b] si derivabik pe (a,b), f
indeplingte ipotezele teoremei Lagrange (3.4.4), deci ex'(SI](a, b) astfel incat:

f(b)—f(a):fl(c)atg(b)—tg(a): 1

b-a b- a co¢ (c)

Deoarece funga cos(x) este descrestoare pe intervalu[a,b] O jo%} ,cum a<c< b, oktinem g:

cos(a)> co§c)> cobb)>0- cd§d> cBbd> s - Co;(af cogl(c)< coél.(b)
onr M2 o B8 i) =25

. s
pentru orice0< a< b<=— .

3.6.34 S se calculezdim m
x~0x—-sin(x)

RezolvareFie f,g :g—g,g\ S, f(X)=tg(X)- x o[ X = x sin( ). Obsergm cs:

7T 7T

i functiile f si g sunt derivabile pentru oriceng—E Ed si

1

r(@:m-l 9 (4= 1-cos( )
i. g(x)z0 ( xj gg\
ii. Ixi[nof(x)-lirjﬁog(x) 0
I ]
im f'(x)= cos’(x) —lim 1-cod( ¥ _
v, x-0g'(x) x-0 1-cos(®) x-ocod (x)(1- co§x))

—im (1—cos(x))(1+ cog x)) —iim 1+cog( )
x-0 cog (x)(1- co§x))  x-0 cod(X)
Atunci, conform teoremei lui I'Hospital (3.4.7) avem:
f(x) f'(x) im tg(X - x _

lim ——=Ilim

Mg og () " Maxsin( )

3.6.35 S se calculezelim &
x-1In(x) - x+1

RezolvareFie f,g:(0,0) -, f(X¥=xX-x d A=In( - % 1 Obsergm cs:
i. fsi g admit derivatede ordinulgi Il pe (0,0) s
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FO0=x(n(0+9-1 g(3==- 1
£ () =x(n () + )%+ X2 g ( >)——

i. g (x)z0si g (x)#z0 pentru oricexD(O )
iii. Iimlf(x)zlimlg(x):limlf (x):limlg( =

% \

" 2 -1
v, jim | (x) —lim X(n (Q+ 2D+ X L
x-1g" (x) x-1 _1
X2
Atunci conform teoremei lui I'Hospital (3.4.7) ahem:
f(x) f'(x) (%) i (%) X=X
li =li li =lim d delim ——~——=-2
M0~ Mg S Mg~ g (e 98 Undelm w1

3.6.36 S secalculeze: lim x?In(x)
X-0,x0
RezolvareFie f,g:(0,0) » o, f(x) =%, o{ ¥ =In( 3. Deoarece lim (x)=0si
X-0,x>

lim g(x)=-o , suntem in cazul exceptd)is . in aceste condi avem:
X-0,x0

lim X 2In(x) = I|m In (x)
X-0,x> Q%0 1
XZ

si ajungem astfel la cazul exceptgi . Se verifig usor cs sunt verificate ipotezele teoremei lui
[ee)

I'Hospital (3.4.7), deci otinem:
(NG _

T

I|m X 2In(x) = I|m

3.6.37 S se calculeze lim  x*
X-0,x>0

Rezolvare:Suntem n cazul de excgp 0° . in aceste condi scriem:

(x) lim ~ xIn(x)
lim x*= lim &’ =g-0»0
x-0,0 X- 0% 0
1
Dar I|m xIn(x)— lim In(x) _ lim (in (:0) = lim —X-=0,deci lim ex'” Wog=1
x-0%0 1 mOxO(

1\ % PX Cli X 0,5
X Jj X2
3.6.38 Folosind difererala, $ se calculeze aproximativ valorile:

i. arcsin(0,51)

i. arctg(1,05)

Rezolvarei. Fie fungia f :[-1,1] - j—gg , f(x) =arcsin( ¥ . Punandx=0,5,Ax= 0, O1si

aplicand definiia diferenialei unei fungii (3.5.1) se oline:
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ii. Fie fungia f :j

arcsin(x +Ax) = arcsin( ¥ + ( arcsir ¥) A x
sau, in cazul de fg

arcsin(0,51) = arcsin( 0,9 +

1-(0,5°

0,0E 0,513
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o j—g% , f(x)=arctg(x) . Punandx =1,Ax= 0, 05 si aplicand

definitia diferentialei unei fungii (3.5.1) se olfine:
arctg(x+Ax) = arctg( x) + ( arctg( X)) A x
sau, Tn cazul de fg

3.7

Folosind definjia limitei unei fungii intr-un punct s se arate ¢
2
X+ 2X _

3.7.1

3.7.2

3.7.3

Ss se calculeze urgtoarele limite:
X% +3x+ 6-+/ ¥ - 2% 16

arctg(1,05) =

lim
X2 3

lim
x-0 X+3

S se arategfunctia f (x)=cos(x) nu are limig cand x - o .

2x2+1:

arctg( D +i[o,o& 0,811
1+1

3

8

1

3

PROBLEME PROPUSE

3.7.41im
X—2

3.7.51im
x-0

3.7.6 lim
X-0

Indicatie: 1-cos(x) = 2 swfjg

3.7.7 lim

X 1T

Indicatie: Se folosgte substittia x=77+u

(X% +

X—
Vi+x-41-x

X

(1-cos(¥)’

X

sin(x)

772

e

3.7.81im )=
A

3.7.9 Ilmjﬂ\

X0

3.7.10 lim

x.Z
4

2tg(x) -
I3

X—i
4

2

\

N SN o|lo

NIy

R:In(16)
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Indicatie: 291 -1=1t

2x _
3.7.11 lim &~ 00X
X-0 X
2X - X _ .
Indicaie: Se scrie: cos() = ¢ 1+ ¥ cod ) si se calculeagfiecare R:2
X X X
limits Tn parte

Ss se determine constanta astfel incat urrgtoarele fundi ss fie continue:

3.7.12 f(x) = J -2ax+ 2 ,dacals x< 2 R:a:—l
ax+3 daca2< x< 3 3
)Gsm(a(x—D)

3.7.13f(x)=j w1 Oacadsx<l R:a:?

ax+3,dacals x< 2

Ss se studieze continuitatea ugtoarelor fundii:
€+x-1x 1

37.14F(x)=) 1 R: contiuny
)xx‘l, x>1
J 1
3.7.15 f (x) =)(X+ex)x X% 0 R: disconting in x=0
J1,x=0
N )x, x0Oa R: continuny n x=0,
371610 ~ i, f(¥)= j -x,x0j \= disconting pentru x # 0

Ss se studieze continuitatea unifogra fundiilor:

3717 1:(0,1) = i, f(®¥=In(x R: nu este uniform continu
3.7.18f:[0,1 - i, f(><)=2;2 R: este uniform continy
X2 = x—
3.7.19 f :go, 1) i, (0= 5919—1\ R: nu este uniform contiru
X

Fiind dat £ >0, ss se determined, astfel incat s fie satis§cuts condiia de continuitate
pentru fundiile:

3.7.20 f (x)=+/2x+ 3, x3[ q 3

X
3.7.21 f(x)=m,x[][loo)

Ss se studieze derivabilitatea fuiitor urmstoare:
JIn(x2+3%), 0< x< 1

3.7.22 f(x) = j R: funaia este derivabjl
JE(X D+2in(2, x> 1 pentru oricex
)3
3.7.23f(x)=) X+l xs 4 R: funaia este derivabjl
i><+ig x> 4 pentru oricex
)21
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37241 :(0,0) i, f(x=In(x-1

3.7.25 f (x) =min{ X + x, 4x- 3
Indicatie: Se studiagsemnul fundei g(x) = % + x-(4x- 2

Ss se calculeze derivatele fugiitor urmstoare:
() &
3.7.26 f (x)=1In ﬁ +—— x>-1 x£ 0
j X+ x+1 !

1=
3.7.27 f(x)—31+X2

x££

1 1

37.28 1(x)= 3co8(x) cos(x)’

x# (2k+ J)LZT ke
Ss se demonstreze inegalite:
3.7.29 € > 1+ x pentru oricex # 0
3
3.7.30 arcsin(x) > x+% pentru oricexd(0, 1)
3.7.31]cos(b) - coda) < |b- 4 pentru oricea,bO;

3.7.32 a—_bs Ingg\ < a;bb pentru orice0<b< a
a

Folosind teorema lui 'Hospital ssse calculeze limitele:

3.7.331im 1708 (¥
x-0 xsin(2x)
Xz - H -
3.7.341im £ XS'”(ZX) cos( ¥
X-0 X

1
3.7.35 Iimoe xIn (%)
1
(1+x)x-e
X

3.7.36lim
X-0

(arcsin(x) \712

Ty

Ss se calculeze valorile aproximative pentru:
3.7.381g(46°)
3.7.391n(0,09)
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R: funaia nu este
derivabik Tn x=¢e

R: funaia nu este
derivabik Tn x=1 si x=2

2 _
R f1(0=X "3+ 2
x(x+1)
L 4x
R: G 2 4
(1-58)"(1+ %)
sin®(x)
" cost(x)
R: §
4
R: 1
2
R:0
R: -£
2
1
R: €8
R: 1,035
R:-0,1

68



Capitolul 4 Serii de fundi

CAP. 4 SERI DE FUNCTI

Fie (f,) ., unsirde fungii, f, :E - i

4.1.1Definitie: Se numgte serie de fungii o serie de forma

D=+t
n=1

Pentru orice punctx,0E se poate defini seria numeIiCan(xo), care poate fi
n=1
convergent sau divergerit

4.1.2Definifie: Seria de fungi z f, se numgte convergent in punctul x, 0 E dac seria numerig
n=1

an(xo) este convergeat Mulsmea punctelorxdJE Tn care seriaz f, este convergeditse
n=1 n=1
numeate multime de convergefi a seriei datgi o vom nota cuX.

4.2 CONVERGENIA SIMPLA

4.2.1 Definifie: Fie sirul de funaii (fn)nD¥ yforE—i si f:E - i .Spunem & seria de fungi

> f, converge simplucitre funcia f daci seria numeriz " f, (x) converge laf (x) pentru orice
n=1 n=1

xOE. Fundia f se numgte suma seriei > f, .

n=1

4.2.2 Propoziie: Seria z f, este simplu convergenpe E citre f dacis i numai dad pentru orice
n=1
£>0 si pentru oricexO E exis& un nunar N

[1,00+ f,(0) + .. f, (0= (X <e

pentru oricexJ E.

astfel incat pentru orice = N, , avem:

£,x

4.3 CONVERGENA UNIFORM A

4.3.1Definifie: Fie sirul de funcii (fn)nD¥ ., E—ji si f:E~j . f:E—j .Spunem &seria

de fundii Z f, converge uniform catre funcia f daci pentru orices >0 exisé un nuniir N, astfel
n=1
incat pentru oricen> N, avem:
[0+ f,(x)+...f.(X- f(X|<e
pentru oricexO E.
Observaie: Rezult de aici & Tn cazul convergeri uniforme N, este independent de punctkd E,
i.e. este acelapentru oricexOJ E.

4.3.2Definitie: Se numegte rest de rang n al seriei z f, seria
n=1
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R1 = fn+1+ fn+2+ et fr» p+

©
Observaie: Muldmea de convergéna seriei z f, estesi mulimea de convergéna se serieiR, .

n=1

4.4 CRITERII DE CONVERGENIA PENTRU SERII DE FUNCTII

4.4.1Teorem: CondHa necesasy i suficieni ca seriaz f, si fie uniform convergerit (simplu
n=1

convergert) pe mulimea E este ca restulas R, si fie uniform convergent (respectiv simplu
convergent) p& pentru oricenJ¥ .

4.4.2Teoreny: Seria z f, este uniform convergemn{simplu convergen) peE catre funcia f dacs i
n=1

numai dads irul de fundi (Rn)nD¥ este uniform convergent (respectiv simplu convergeitjec
funcda identic nuk peE.

4.4.3Criteriu lui Cauchy: O serie de fundi definite peE este uniform convergeihpe mulimeaE dac
si numai dad pentru orices >0 exisé un nunir natural N, astfel incat pentru orice> N, si p=1
si pentru oricexJ E si avem:

[fra G0+ () <

4.4.4Teorent: Fie Y f, si > @ ,cu g (x) >0 pentru oricen0¥ , doui serii de fundi definite pe

n=1 n=1

mukimeaE. Daci pentru oricend¥ si pentru orice x0 E avem|f, (x)|<¢,(X) siseria > ¢, este
n=1

uniform convergeritpeE, atunci seriaz f, este uniform convergenpeE.

n=1

4.4.5Criteriul lui Weierstrass:Fie Z f, o serie de fundi definite peE si Zan o0 serie de numere

n=1 n=1

f,(x)|<a, pentru oricend¥ si orice xO E, atunci seria f,
n=1

reale pozitive convergeint Dac

este uniform convrgeateE.
4.4.6Propozfie: Fie seriile de fungi definite pe mufimeakE Z fn,z g, cusumeld si respectivg,
n n

avand muimile de converge X, sirespectiv X, . Atunci:

a. Seria) (f,+g,) este convergedipe X, n X, citre funcia f +g
n

b. pentraOj ,seriaZafn este convergedippe mulimea X, citre funcia o f
n
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4.5 CONTINUITATEA, DERIVABILITATEA ¢1 INTEGRABILITATEA SERIILOR
UNIFORM CONVERGENTE

4.5.1Teoreny: Fie Z f, o serie de fundi definite pe mufimeaE uniform convergerit pe E catre
n

funcda f. Daai toate fundile f, sunt continue Tn punctuk, O E (respectiv pe mdimeakE), atunci

funcda f este continéiin x, (respectiv pe méimeakE)

4.5.2Teoremy: Fie > f, o serie de fundi definite pe intervalul[a,b] , convergerit pe [a,b] citre
n

funcia f. Daci toate fundile f, sunt integrabile pe intervalula,b], atuncif este integrabil pe

intervalul [a,b] si Z}: f,(x) dx este convergeit De asemenea:
n
< b
n;ja fo () dx=) (X dx

4.5.3Teoreny: Daci Z f, este o serie de fugicuniform convergent pe un interval rirginit | catre
n

funcia f i daci funciile f, sunt derivabile pel iar seria de fungi Z f,' converge uniform are
n

funcia g, atuncif este derivabiipelsi f'=g.

4.6 EXERCITII REZOLVATE

46.1 Calculd domeniul de convergeanal seriei Z%
1+

- - 1 .
Rezolvare:Daci |x/ <1, atunci lim T =1; pentru ca o serie de numere realecenvearg este
n-o]+

S

necesar inscasirul termenilor generalisdconvearg la 0, deci seria de furii data nu este convergeit
pentrulx/<1.

< . ’ 1 . - o
Daci X =1, atunci se ofine seria cu termenul generai, :5 , deci seria de furi nu
converge nici pentrdx = 1, din acelesi considerente.
Daci [x|> 1, atunci:

1 1
1+ x@"

. . 1 . .
iar seria cu termenul general, = este convergedtpentru x> 1 (este o progresie geometticu

2

X
rada subunitai), deci conform teoremei 4.4.4, seria #labnverge pentrix| > 1. Asadar domeniul de
convergen pentru seria dateste (—oo,—1) 0 (1,00) .

46.2 Aplicand criteriu lui Weierstrasé se arate £ seria
sin(x) + = sin? (20 + — sin? (39 + ...
2 3

converge uniform in intervaluf{—co ) .
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1 . - 1
sz. Cum seria numeric 27 este convergeit conform
n n=1

Rezolvare: Avem:

criteriului  Iui Weierstrass (4.4.5) seria de fuiic zizsinz(nx) converge uniform pe mimea
n=1
(-o0,0) .

4.6.3 S se determine mémea de convergénpentru seria de furii
i) n+ %)’ 1-)x "
an n J 1-2x

Rezolvare:Se obser¥ cas irul de fungii (f,)

oy areca domeniu de defiie mukimea j \{%] . Fie

1 . )n+1S 1-)x " . .
adar x0Oj \[f}. Ohdnem seria numeric % ‘f . Pentru aceastserie apliam
® "2 nzj n j 1-2x P

criteriul radacinii si obanem:

R daci I|m1/ -L|mm J#J = )X —|| m H ‘1_ 2)L<1atun(:| seria numeric

2X>J<1 obdnem xD(—oo,O)D)2

13 o% . Asadar seria de

este convergeat rezolvand inecuia ‘1 -

J2 J

funcii converge pentrux(-c,0) Djf oca .

)x

—I|m "

n-oo

>L> 1 atunci seria numeric

este diverget asadar seria de furdit nu este convergeatpentru xDj 0% \{%]

- daa I|m1/ -|n|mm j%j 1 )x i HH ‘ﬁi 1, deci pentru

xD{ E} obdnem:
3
m)n

- daa x=0, se oline seria numeric Zj

n=1

, care nu este convergéntleci seria de
funcdi nu converge pentrux =0
_ 2 . Ll nJn+1"
- daa x :5 , se oline seria numeric Z(—l) J , care nu este convergérgentru @
n

n=1
termenul general al seriei nu converg®la

NN

4

Asadar muimea de convergdin pentru seria dateste (—c0,0) O

46.4 Se poate aplica teorema de integrare (4.5.2) pentru seria d#é f@czni_lcos(nx) pe
n=1

T
segmentuljZ y ?

72



Capitolul 4 Serii de fundi

1 1 . . . .
< i Dar u, :F sunt termenii unei progresii geometrice

RezolvareSe obser¥ ci ]:
2n 1

infinit descresétoare, deci seria numeﬂcz 2n ; este convergeit de unde, conform criteriului lui
n=1

Weierstrass, seria de fuiicdati este uniform convergentpe segmentuijg% . In aceste condi,

ipotezele teoremei de integrare a seriilor de fiirstint realizate, deci aceasta se poate aplica.

445 S se determine mémea de convergénpentru seriile de furi:

= (-1)" é 1- "

LI

i=In(n)
b. i(Z—x)(Z— x%)(Z— >§)...(2— 5;) % 0

n=1
Rezolvarea. Fie x[1j si seria numerig cu termeni pozitivi
e |(-2)" él e 1 L)
Z‘f C=X n_Z\In(n) 1+x2ﬂ zzln(n) (1+2)"

Vom aplica crlterlul raportului acestei serii. G)iuem'

R | L0 I E's -2, : L
- Daa ‘ e =lim = Dln(n+1) L <l awnc seria nZz:z\fn(x)\ este
1-|

convergegent asadar pentru i <le x#0 seria > |f,(x) este convergent ceea ce
+X n=2

nseama ca seria Z f,(x) este absolut converganideci in particular convergentAm obdnut
n=2
asadar @ seria de fungi data converge pentrux z0.

care conform criteriului lui Leibnitz este de

n
- Daci x=0 se oline seria numerit Z ,
“~| n(n)

asemenea convergér(este o serie altern@ti lim % =0)
n

n-on
(1)”@ -3 "

n(m J1r.@ St

b. Pentru x=2seria este evident convergéntpentru & tod termenii sunt egali cu0. Fie
1 1 1
- )(2— xZ)(z— %)...( pe >e) .
n=1

1 1
remar@ mai intai ¢, deoarecelim x" =1, exisé un rangn, 0¥ astfel incat2- x" > 0 pentru

n-o

Tn concluzie, domeniul de convergempentru seria de furii Z

S

orice n2 n, . Aplicam criteriul Raabe-Duhamel seriei numerice aleseir@n:

- dadi lim ngfn(xi)

n- o

y
—% > 1, atunci seria numericalead este convergeat Dar:

73



Capitolul 4 Serii de fundi

1
J1f(x (Tl_])

limn ‘ ”(()‘) —% =lim nj;—i =lim nx“il:
n-o )‘fnﬂ. x‘ n-o jZ—xﬂTl n- o 2_XnTl

N
o n . x"l-1_
= lim o 0im ~———=In ()

n+1l

pentru @ I|mT In(a) . Asadar, pentru In(x)>1~ x>e seria numerit aleag este

y-0
convergert, de unde seria de fudicdati converge pentru oricex>e.
J £ (x
- dac lim néf ”(( )‘)‘ —% <le 0< x< e ¥ 2atunci seria numericalead este divergerit Dar
noe n+1\X

, pentru & termenii serieiy_ f, (x) se otan
n=1 n=1 =1

inmlindu-i eventual cu-1, deci seria numeric z f,(x) diverge
n=1 n=1

pentru0< x< e xz 2

) 1 1 1
Tn concluzie, muimea de convergén pentru seria de furic > (2- x)(2— xz)( 2- )@)( 2 %)
n=1

este(e,0)0{2 .

4.7 EXERCITII PROPUSE

Sa se determine midmea de convergén pentru urnitoarele serii de furs:

4712“‘:}3 R: {xOj Ix>3
" 0(0,1,d >1
4722 (ax)  a»0 x>0 R:%X (0,1),dacaa:
mat+ Jx0(0,00) ,dacaall(0, 9
& 2P+ 5 [j x )" )1
473y ——— R: (-o0,-1)07%-=,
7P +3n+ 2 2x+j ( ) j 3 J

47422”sm}# R

475 Z '”f\” sin(nx) R:

n=1

S4 se studieze natura convergeirseriilor de fundi pe mulimile indicate:

x :D X
4.7.6 x0d|( 0, R: uniform convergerit
Z:)1+ X+ n n+ 1 [ ]] g

(n-4 x)
4772J1+n+x_1+(n J)ﬂ( xofo.q

R: converge neuniform
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CAP.5 SERII DE PUTERI

5.1.1 Definifie: Se numgte serie de puteri o serie de fungi z f, definite pe j , unde fiecare
n=0

funcie f, este de formaf, (x)=a,x', g,0i
Asadar o serie de puteri se poate scrie sub forma:

ianx”=30+ axt g X+..+ gR+..
n=0

Observaii:
1. Toate rezultatele privind seriile de fufisunt valabilesi pentru seriile de puteri
2. Muldmea de convergdén a unei serii de puteri came celauin un punct,si anume x=0,

deoarece pentrx=0 seria de puteri este converggniare sumaa, .

5.1.2Teorema lui Abel:Pentru orice serie de putei a,X" existi un nundr real 0< R< o astfel
n=0
incat:
i. seria este absolut convergeme (-R, R)
i. pentru oricex cu |X > R seria este divergent
iii. pentru orice nurir 0<r <R seria este uniform convergérge [—r ,r] .
Numérul R se numgteraza de convergeti a seriei.

5.1.3Teoremi: Fiind dat seria de puteriz a, X", dadi existi lim @ =2 (finit sau infinit), atunci:
n- oo aﬂ

=) \
raza de convergdgnR este:

i 1 ,dac 0<A <o
A
ii. 0,dacG A=
iii. o, dag A=0
5.1.4Teoremi: Fiind dati seria de puter a X", dadi existi lim ff|a | =4 (finit sau infinit), atunci:
n=0 n-e

raza de converggnR este:

iv. %,daa& 0<A<w
V. 0,dacé A=
Vi. o ,da@ A=0

5.2PROPRIETt | ALE SERIILOR DE PUTERI

5.2.1 Sumé&a unei serii de puteri este o fugecontinui pe intervalul de convergégn
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5.2.2 Dad seria y_a,X" este convergetipe (-R, R) , atunci seria)_na,X'""* formati cu derivatele

n=0 n=1
termenilor seriei date are acglanterval de convergen. Daci f este suma serieE a,x", atuncif este
n=0
indefinit derivabik pe intervalul de convergéniar derivata sa de ordinul nf M este egdl cu suma
seriei derivatelor de ordinul n.

5.2.3Seria Taylor:

5.2.3.1Definitie: Se numgte serie Taylor o serie de fungi de forma >"a, (x-a)", allj

n=0
Observaie: Punandy = x- a, se okine seriaZany1 . Daai intervalul de convergen al acestei serii
n=0

este(-R,R) , atunci (a- R, a+ R va fi intervalul de convergen al seriei Taylor.

5.2.3.2 Definifie: Fie | un interval, a0l un punct interior luil si f:1 - i o fungie indefinit
derivabik pe intervalull. Seria:
> f(n) (a) mx_ a)n
= n!
se numgte seria Taylor a functiei f in punctul a.
Daci |' este intervalul de convergnal acestei serii, vom spuné €este dezvoltakilin serie Taylor

. - f(n) (a) n '
pel daci f este suma serlegi' fx-a)" pel'.
=0 N!

5.2.3.3Teoremi: Funaia f:| - | este dezvoltabilin serie Taylor pe intervalul' dac& i numai

dadi este indefinit derivabidl pe |' 3i restul ei de ordin n din formula lui Taylor tindeiire O atunci
cand n - o« pentru oricext '

o . & ™ (0)
Observaie: Daci a=0 se ohine serlaz '
= n!

spunem & f este dezvoltahilin serie de puteri pé' .

X", numiti seria MacLaurin a fundiei f &

5.3 EXERCITII REZOLVATE

5.3.1 Studia convergere seriei de puteri:
x+iesles
2 3

Rezolvare:Seria dat se mai poate scri({ a,X' undea, = 1 . Calcubm raza de covergeit
n=1 n

A tim Bl S nr1 g 0y
n-o ‘aﬂ‘ noo 1 n-on+ 1

n
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de unde R===1. Conform teoremei lui Abel seria de puteri converge pel,1) i diverge

LM—\

pe(-w,-1) 0(1,) . Studiem convergea seriei in capetele intervalului:
- pentru x =1 obtinem seria arminit 1+%+%+ ... care este divergent

- pentru x=-1obtinem seria —1+%—%+%—.... care este convergentonform criteriului lui

Leibnitz.
Azadar, domeniul de convergéral seriei date est{e—l,l) .

5.3.2 Si se studieze convergensenelz 1 (x-2)"

n=1N

Rezolvare:Notam t =x-2. Atunci seria dat devine: Z
n=1

. Calcubm raza de converggéncu

SN‘ N

teorema 5.1.3:

1
N2 2
A=lim ‘a“*l‘—llm (n+2° iy
noo ‘an‘ n-oo i nﬂoc(n_'_l)
2
n
1 § I o
de unde R=;=1.Aaadar seria . — " converge pentrutO(-1,1) & diverge pentru
n=1N

t0(-c,-1) 0(1,0) ; revenind la notda ficuti, obtinem c seria Ziz(x—z)" converge pentru
n

x0(1,3) i diverge pentrux0(-c0,1) 0(3,0) .

8
[

. . =1 . .
Pentru x=1 seria devine) — , care este convergen{seria armonig generalizat o este
n=1N =1

convergent pentrua >1).

Pentru x =3 seria devmeZ( 1)n , Serie care este de asemenea conveigeohform criteriului
n=1

lui Leibnitz.
in concluzie, domeniul de converggrpentru seria dateste[1,3] .

5.3.3 S se determine mtimea de converge# i suma urnitoarelor serii de puteri:

% n
a (_1)n+1L

+1
b. ()" X
nzl 2n+1
. ) . _ (_1)n+1 L -
Rezolvarea. Pentru aceasterie de puteri avena, = ; din teorema 5.1.3 almem ai:
n
1
A=lim ‘a’“l‘—llm n+lojipm N oy
n-o ‘an‘ n-o 1 n.on+1
n
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deci raza de converggneste egdl cu R=-—-=1. Ohtinem dadar @ seria de puteri converge pentru

N

n+1
x0(-1,1) i diverge pentrux(-e,-1)0(1,»). Pentrux=1 se ohine seria numermz( ) ,
=1 N

care este convergentconform criteriului Iui Leibnitz. Pentrux=-1 se ohine seria numeric

(-1) sz serie divergent Azadar domeniul de convergerpentru seria dateste (-1,1] .
n= l
Conform 5.2.2, daxf este suma seriei de fusicatunci pentrux0(-1,1) :
- " 1-(-¥"_ 1
fr(x)=Y(-" lEhEL (=)™ l-Ilm
) 2 T Trx

De aici, integrand, qlmem.

f(0= ) dx=in(d+ C

Ccum f(0)= Z( 1)1+"9—0 obinem a C=o0, deci f (x)=In(x+ 1) pentru oricex0(-1,1) .

n=1
Cum seria de fund este convergesi i in punctul x=1 iar conform teoremei lui Abel (5.1.2) suma
unei serii de puteri este contilipe domeniul de converggn obtinem:
f(M=lim f(x)= lm In(1+x=In(2.
X-1,x<1 X-1x1

o (= )

=In(2)

n=1

dx ) i atunci

n
b. S obsendm mai intai @ seria dat se mai poate scrlez (- 1) x2ml= Dz (2n];r)
2n+ =1

seria Z ( nl)

- 1xz"+1 este convergefitdacii i numai daé seria Z% fx?)" este convergent
2n

(-"

Notam x? =t. Atunci seriaz(;l)lmxz) devine zjl[ﬂ” Raza de convergena acestei serii

de puteri este, conform 5.2.2:

11 . 2n+1_
A ] S ones b
lim £l
" fa|
. @ (- 1)" T
de unde obinem seria z converge pentru tO(-1,1) & diverge pentru
t0(-00,-1) 0(1,0) . Revenind la notiga ficuti obtinem ¢ seria Z ix converge pentru

?0(-1,1), deci pentru xO(-1,1), & diverge pentru x*0j \(-1,1), deci pentru
x0(-00,-1)0(Le). De aici ohine c seria dai converge pentrux((-1,1) i diverge pentru
x0(-00,-1)0(Leo) . Pentru x=1 respectivx=-1 se ohin serii numerice alternate care verific
criteriul lui Leibnitz, deci sunt convergente.

in concluzie, domeniul de convergéral seriei date este intervalfi-1,1] .
Fief suma seriei date. Derivand aceastrie termen cu termen them:
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P (0= z( Y fone 9 2= S fraim 1L

pentru oricexd(-1,1) (am ohinut suma unei progresii geometrice dé@ax? ).
Integrand rezuit

f(x) :)ﬁdxzarctg( X+ C

pentru oricexd(-1,1) . Cum f (0) =0, oltinem & C=0.

Din continuitatea luf Tn punctelex = -1 ii respectivx =1, obtinem & f (1) = Iimlarctg(x) = _,ZT
om

respectiv f (1) = Iimlarctg( X) :,ZT .
X

Observaie: Pentru x =1 am stabilitdii suma seriei numerlci( -1)" =
=t 2n+ 1 4

5.3.4 S se dezvolte in serie de puteri uttoarele fungi, precizandu-seii domeniul pe care este
valabik dezvoltarea:

a fx=¢
b. f(x)=sin(x)
c. f(x)=(1+x",a0j
Rezolvare: Si remar@m mai intdi @ functiile date sunt fungi indefinit derivabile pe
a. Avem

(n) .
()" = & pentru oricex0; , deci €™ (0)= & = 1
deci ohinem dezvoltarea:
_ Z n’(o) Z
! n—O
Pentru a determlna raza de converggmb;inem:

= lim el Zjim L
n«rx: ‘aﬂ‘ noo n.eo N+ 1

n!
de unde, conform teoremei 5.1.3 timem & R= , deci domeniul de converggineste (—o, o) .
b. Avem

sin' (x) =cos(x) = sirg x+%

sin" (x) =sin' j x+%j =sié1 X+ 2%{
X+ n[%

NN

sin™ (x) = sin

de unde
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sin?"(0) = sinj Zn% =sin(m) =0

sin“™?2(0) = sinj(4n+ ])%} = sﬁn)f =1
3 (0) = S|n)(4n+ 3)? sjn %

Obtinem aadar dezvoltarea.
- 0(2) (3
sml'(O) i SIN (0) 2+ sm3 (» 2+

sin(x) = sin(0) + 5

XX X X
=Xt —
3 58 1
4i in cazul acestei serii domeniul de convergegste (—0, ) .

c. Remaram ci pentru oriceadj avem:

(1+%)" zala-1 .(a-ne D1 3

de unde se aine dezvoltarea:

- -2
a(1+x" 1‘“0 ><+a(a_])(1Jr L ‘x=° R4..=
1 2
ala-1) X2+a(a—1)(a—2) x"+...+a(a_ D.la-n+ 3 2
2 3 h
Pentru a determina raza de convergenacestei mtimi avem:
ala-1)..(a-n)

(14 X7 = (1+ X o +

:1+£x+
1

= tim 12l = i (n+1)! e\
new la|  n-elale-1)..(a-n+1| e n+l
n!
pentru a;j \¢, de unde raza de convergg&reste R=jl= 1, deci domeniul de converggneste

intervalul (-1,1) .

5.3.5. S se arate & seriile urnitoare sunt dezvoltabile in serie de putsirsi se diseasé aceast
dezvoltare, stabilindu-s& intervalul pe care este valabitiezvoltarea:

a f:(-11)-i,f(xX=In f&(
1-x

3x
b. f:iM-=2-3F-i, (="
Al 31 X2 +5x+ 6

Rezolvare:a. Avem: f'(x)= =(1-%)" pentru orice xO(-L,1). Cum f' este o funde

1
1-%
binomiak, f' este indefinit derivabifi i decif este indefinit derivabil in orice punctx(-1,1).
Atunci conform 5.2.2.3, furt@a f este dezvoltahilin serie Taylor pe intervalu{-1,1) .

Tnlocuind in dezvoltarea fumiei binomiale:
0/(0;—1) N a(a—l)..n.(a— n+ 1 2

g(x)=(1+ x)”=1+1£! ¥

pexcu —t* i pe @ cu—1obtinem:
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Z 2n

n=0

pentru orice D(—l, 1) , care prin integrare termen cu termen pe intervlyl] , cu 0< x< 1, conduce
la:

x 1 X had 2',2
e —)o)nzzotjdt

de unde, pentru oricxd(-1,1) :

1+ X o n+1
Z 12n+ 1
3x 9 6

b. Avem f(x)=————= -
X“+5x+6 X+3 x+2

Folosind dezvoltarea in serie de puteri a filgidinomiale obinem:

% le+§ -32( J)"— pentru oricexd(-3,3) &

62=—3j1+§ ——32( 1) — pentru oricex0(~2,2)

X+
Adunénd cele daudezvoltri obtlnem aaadar a:

f(x)= 32( l)mlj L 14 ¥ pentru oricex0(-2,2) .
n=0

5.3.6 Si se dezvolte n serie de puteri fuigc f (x) = 2*.
RezolvareCalcukm valorile fungiei ai ale derivatelor sale pentru=0:
f(x)=2", f(0)=1
(=2 (2), £ (0=In(2
f* (x)=2In2(2), 1 (0=n 2(2

f@(x)=21n"(2), f*(0=1n"(2
Se obseryca 0<In(2) <1 ii megahtatea\f \< 2* este @adar verificai pentru oricexdj . In
conseci, funcia poate fi dezvoltdtin serie Taylor in punctuk =0 ai se olyine:

F(x)= £(0)+ ”0) f"Z(O)%+

ai deci:
x¥In%(2)  ¥In3%(¥ . _&Ih"(2
2 a te=2 n

2*=1+xIn(D +
pentru oricex

5.3.7 S se dezvolte In serie de puteri fuizc f (x) = €~
Rezolvarein dezvoltarea in serie a futiei
g(x)=¢-= 1+l+ﬁ+ Xy =y X
1 2 n

pentru oricexj , inlocuim pex cu —x* i se ohine:
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2 4 2n o (_
e =1-X e X (" Xy ...:Z—(
1 2 4] = h

pentru oricex 1

5.3.8 S se calculeze/e cu aproximareas =107
RezolvarePentru funga f (x) = & avem dezvoltarea in serie de puteri
e = 1+l+ﬁ+ __+£+ = Zi
1 2 n “h

deci pentrux =% obtinem:

Ve=¢ o ﬁ 21122+ +7§l2"+"': 1+;Té2“
Restul de ordin n pentru serlEX—n este:
n= 0
X X X X —
n! -
R0= kzn+1 _7%1(71""()! <FD§1(I’1+1)k :lei]z
n+1

k
. . - . X .
(unde antinut cont @ z 7k este suma unei progresii geometrice ctteraTl), deci:
k= 1 n+ n

n! n+1-x

Punandx =% se ohine:

N |-
[

Yy o1 o2 1
R)7 “mz nel N2 2n+d

Trebuie & determirim valoarea luin0¥ astfel Tncét&j% <£=10°. Se obserwci R, <10° i

R, > 10°, deci valoareaautat este n = 6 . Aaadar obinem:

1 1 1 1 1
Je= + + + + =1,64872
T 2|[22 ¥ a2 sO?2 16OS

5.4 EXERCITII PROPUSE

Si se determine mtimea de cinvergga pentru urnitoarele serii de puteri:

5413 (1-(-2") x R: j—%%
5423 % R: (-3,3)

n:lzn +3"
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n

5.4.3 i% R: (~e0,e0)
& 1600.04n- 3 , .
5443 mam.dan 1° Ri[-1.9)

Sa se determine domeniul de converg#r suma seriilor de puteri:

45 ()" 2 5 (-1,2)
545;}( 1)"(n+12) R 1ox
(1+x)°
© (-1,2)
3N
5.4.6 nz::ln X R s s x
(1-%*

Si se dezvolte Tn serie de puteri fuiile:

— X 2 3
5.4.71(x)=3 R: 1+In(3) x4 (3) 2+ 3 R+.., i
2! 3
5.4.8 T (x)=cog (X R1-22+2 6.2 p
2! 4
549 f(x)=Jx+a, a>0
1
Indicatie: f(x)=«/5q/1+5 =\/_a4 1+§ z
a
S se calculeze cu eroarea inditat
5.4.10i cu eroareas =107 R: 0,81873
gle
5.4.11 cos(18°) cu eroareas =10 R: 0,9511
5.4.121n(1,04) cu eroareas =10 R: 0,0392
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CAPITOLUL 6: FUNCTII DE MAI MULTE VARIABILE

Fie mutimea EO " 4 f:E - o funaie definiti pe E cu valori in j . Argumentul
functiei este un vector diny ". Spunem & f este ofunctie reali de variabila vectoriala.
O variabili reak x din j " este echivaleiitcu n variabile realex,,x,,...,x, (care sunt

coordonatelevectoruluix).
Valorile fundiei se noteazcu f(x) sau f (xi,xz, )gj) iar funaia se numge funagie
reak de n variabile reale.

6.1 CONTINUITATEA FUNCTIILOR DE MAI MULTE VARIABILE REALE
Fie x, :(%1) >€>{:)D E un punct de acumulare pentru rioeaE.
6.1.1.1Definifie: Spunem & numarul | (finit sau infinit) este limita fungei f In punctul x, dac pentru

n

orice veciritateU a lui| existi o veciritateV a lui x,, V Oj " astfel incat pentru oric&x 0V, x# %

siavem f (x)0OU .
Vom scrie:
I=1lim f (x)
X=
Propoziiile urmatoare dau definii echivalente ale limitei:

. _ — - . N _ K
6.1.1.2)!I[‘n)b f(x)=1 daci i numai dag pentru oriceiir (x,), ., —(x1 : ><’2(,...,><':)kD¥

O E, x# x care
converge lax, se ohine ci f(x) - |

6.1.1.3 lim f(x)=1 daca i numai dad pentru orice nurir real £ >0 exis& un numir J, >0 astfel
X=%

incat pentru oricex E, x# % cu [[x— x| <4, saavem|f(x)-I|<e.

Observaie: Pentru o funge de dod variabile, f : EOj 2.0, pentru limita sa Tn punctu(xo,yo)

vom folosi notaia ( )Iim f (x,y) & o numim limita fungiei f cand (x,y) tinde citre (x,, Y,) -

x.¥) = (%.%)
Tn acest caz, defiria echivalerit 6.1.1.3 se scrie:
6.1.1.3 ( )Iirp ) f(x,y) dacd i numai dad pentru orice nurir real £ >0 exis& un numir &, >0
x.9)- (0.3

astfel Incat pentru oricéx, y)OE,(x Y)#( . y) cu H(x,y)—(){j ) )ﬁ)H =(x >6)2 +( ¥ )5)2 <3,
siavem|f (x,y)-|<e.

De remarcat de asemeneatoate propriet ile functiilor de o variabik reak care nu implié relaia de
ordineai produsul se pstrea2.

6.1.2 LIMITE ITERATE

Fie f:EO; " - i . Din aceadt functie putem oltine fungii reale de o singur variabit
reak, fungii pe care le vom numiunctii par tiale:

fi 1% = (X %) k= 12,1
Se pot de asemenea considera limitele acestotifuteco variabiki:
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lim f(x)=lim f(x, % ..%), k=12..,n
X 8 X~ 8

unde a, este un punct de acumulare al mimii E, :{)g %00 (%, %,....x)0 § Limita fundiei
patiale f, este un nungr real care depinde de celelalte- 1 variabile reale diferite dex, .

Limita  lim im .. lim  f(X,%,..x) , unde o este o permutare a mirhii
%) = B0 (2~ B(D (0~ B

{1,2,....1} , se numgte limita iterat i a fundiei f in punctula=(a,a,...,3,) -

Pentru o funge de doa variabile se pot considera limitele iterate:

lim (lim f(x y)), lim (Iim f(x y))

X=X\ Y= % y- %\ % %
6.1.2.1Propoziie: Daci exist limita unei fungii intr-un punctsi una din limitele iterate, atunci acestea
sunt egale.

6.1.3Definifie: Fie f :EOji " - i si % OE un punctde acumulare pentru iodeaE. Spunem &
funcia f este contina in punctul x, daci pentru orice veciitate U a lui f (x,) exist o vecinitate

V alui x, astfel incat pentru oric 0V n E siavem f (x)OU .

Urmatoarele propozii dau definii echivalente ale continugii:

6.1.4 Fungia f este contina in punctul x, dac si numai dad pentru oricesir (xk)kD¥ OE acre

converge lax, avem f (x) - f(%).
6.1.5 Fungaf este continain punctul x, dad si numai dad pentru orice nurir real £>0 exist un

numir &, >0 astfel incat pentru oric& D E cu x| <J, siavem|f (x)- f(x) <e.

6.1.6 Fungiaf este continain punctul x, :()&i’)@xﬁ’) daai si numai dad@ pentru orice nurir real

£>0 exish un numir o,>0 astfel incat pentru orice x:(xl,xz,...,xq)DE cu

% =% <3, kD{12.... sﬁavem‘f(xi,xz,...,&)— f()&l’ X ,...,f)‘<5.

2 n

6.2 DERIVATE PARTIALE. DIFEREN TIALE

6.2.1 Definifie: Se numete derivata partiali a unei fungi u=f(x,y) n raport cu variabila
independentx in punctul (x,y) numsrul real

A (4 y) = tim LHAXY)= F(% )
X -0 Ax
calculag pentruy constant.

Se numete derivata pafals a unei fundii u= f(x, y) n raport cu variabila independgnt in punctul

(x,y) numsrul real

of .
a2 gm,

calculag pentrux constant.

f(x,y+Ay) - f(xy)
INY

Se mai noteag %(x,y)= f.(x y),g—fy(x, y=§(x)y

Regulilesi formulele de derivare ordinare sunt valahii@entru calculul derivatelor paale.
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6.2.2Definifie: Se numete crestere totald a unei fundii u = f(x, y) in punctul (x, y) diferena:
Au= f(x+Ax y+Ay) - f( x Y
unde Ax si Ay sunt crgterile arbitrare date variabilelor independente ale fienc

6.2.3Definifie: Fungia u= f(x,y) se numete diferentiabili n punctul (x, y) daci in acest punct
cresterea total poate fi scrig sub forma:

Au= AdX+ BAy+6(p)
unde p=+/Ax? +Ay? iar fungia 6 este o funge contindiin0 si #(0)=0
Se numete diferentiala totala a fungiei u= f(x, y) partea principal a craterii totale Au , aceast
parte fiind linia& Tn raport cu crgterile date variabilelor independentssi y , i.e. du= AlAx+ BlAy

6.2.4 Teoremi: Daci funcia u=f(x,y) admite derivate paale in punctul (x,y) continue in

(x,y) , atunci u este diferegiabila in (x,y) si avem:

du(x,ﬁ:g—f( ) dw y( Xy dy

6.2.5Definifie: Se numesderivate partiale de ordinul 2 ale fungiei u= f(x,y) derivatele paiale

ale derivatelor paiale de ordinul 1.
Avem urmitoarele derivate péale de ordinul 2:

af af\ ( \
ax}ﬁxj X’Q é&%

62 a(af\ a(af\
ay X ay)a;/ a>6y 9)&%

Observaie: In mod analog se definesc derivateletizde de ordin mai mare decét 2.

6.2.6 Teorema Iui Schwarz:Dag fungia u= f(x,y) este contings i admite derivate paiale in

punctul (x,y) , continue in(x, y) , atunci:

0% f 0% f _ 0%
W(x, y) W(XYY) _rﬁy( % Y)

(nu conteag ordinea de derivare).

6.2.7 Se numge diferentiali de ordinul 2 a fungiei u= f(x,y) diferertiala diferenialei totale, i.e.:
d?u=d(du
Tn mod analog se defigte difereniala de ordin n,d"u= d( d"*y

6.2.8 Teoremi: Daci fungia u= f(x,y) admite derivate pgiale de ordinul 2 in punctul(x, y)

continue n(x, y) , atunci:
u(x ) =S 100 2B e T ey oSl

in general, dagfunctia u= f(x,y) admite derivate paale de ordinul n in punctu(x,y) continue in
(x,y) atunci se poate scrie simbolic:
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( of of Y
d"u(x y)=)— +—
(o= 50y
care formal se dezvdlurmand legea binomului lui Newton.

6.3 FORMULA LUI TAYLOR

Fie f(x,y) o fungie reak de dou variabile independente defidipe mutimea E O j 2

(a,b) un punct interior mulmii E. Dadi functiaf este diferetiabila de n ori in punctul(a,b) , atunci:

f(xy)= (ab)+—ga(x a+ a y—i)\(i(ab)

+—_)—(x—a)+—y( y- by ( f(a )+

1(0 9 Y’
+—)—(x-a)+—(y-b)' (f +
a1 fox Y (f(aB)+ R(xy
relaie care se numée formula Iui Taylor de ordinul n coresputitoare fungiei f (x,y) in punctul
(a,b). Fungia R,(x,y) definiti peE se numeterestul de ordinul n al formulei lui Taylor.

Observaie: Daci in loc de punctul(a,b) se ia punctul(0,0) , formula de mai sus se numieformula
lui MacLaurin.

6.4 DERIVAREA FUNCAIILOR COMPUSE

6.4.1Propozife: Fie u= f(x,y) unde x=g(t), y=y¢(t) astfel incat fungile f(x,y),o() (1)
sunt derivabile. Atunci derivata futiei compuseu = f (¢(t) (1)) se calculeazdupi formula:

du audx dudy
dt axdt dy dt

6.4.2Propozife: Fie u= f(x,y) unde y=¢(x) astfel incat fungile f(x,y),@(X sunt derivabile.
Atunci derivata fungei compuseu = f(x,¢7(x)) n raport cux se calculeazdupa formula:

du_ou audy
dx ax o0y dx

6.4.3 Propozide: Fie u=f(x,y) unde x=¢(&n),y=¢(En) astlel incat fungile
f(x,y), @(&.n).w(En) sunt derivabile. Atunci derivatele pele ale  fungiei compuse
u=f(@(£.7).¢(£.n)) se calculeazdupi formula:

du_0uox, oudy

0& 0x0& ayoE

ou _ du 0x auay

6/7 0x 617 oyon
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6.5 DERIVAREA FUNCAIILOR IMPLICITE

6.5.1 Teorema de derivare a funilor implicite 1: Fie funaia impliciti y=y(x) dat prin ecuaia
F(x,y)=0,undeF(x,y) este o funge difereniabili de variabilex ti y. Atunci:

oF

9 (x,

5 V()

%’;(x,y( )

cu condiia 9F 20
ay

Observaie: Derivata de ordin superior a unei fuiiémplicite se calculeaz derivand succesiv in rgia
dat mai susti cosiderand pg ca fiind o funcie dex.

6.5.2Teorema de derivare a fundlor implicite 2: Fie funaia implicita de doui variabile z=g¢( x, y)

dat prin ecugia F(x,y,2 =0, unde F(x,y,2) este o funge difereniabili de variabilex , y ti z
Atunci:
oF oF
0z __ 9x 0z_ _aiy

o oF oy oF
0z 0z

cu condiia Z—F 20.

6.6 EXTRMELE FUNCAIILOR DE DOU A VARIABILE

Fie f:EOj 2 -~ o funagie de doua variabile care admite derivate piate de ordinul 2
pe intreg domeiul de defitié. Atunci:

6.6.1Teoremi: Condtia necesarca un punct(x0 , yo) 0 E si fie punct de extrem local pentru fuie f
este ca deriavatele ei piae si se anuleze Ir(x,, y;) . i.€.:

of —0 9 -
&(m,yo)—ovay(xmb) 0

Observaie: Punctele In care derivatele giafe se anulea@izse numesgpuncte staionare.

6.6.2Teoremi: Condtia suficien§ ca un punct stgonar (x0 , yo) ss fie punct de extrem este ca:

o %Yo o0y X 0) Jady % bl
Dacs A>0, atunci:
2
- dag 3—2(&, ¥o) >0, (%.Y) este punct de minim local
X
d 9%f .
- acG (% %) <0, (%, Y) este punct de maxim local

3
Dac A<O0, atunci (xo,yo) nu este punct de extrem. DadA =0 nu se poate preciza prin aceast
teoreny dag (X,,Y,) este sau nu punct de extrem.
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6.7 EXTREME CU LEGATURI

6.7.1 Definifie: Se numete extreme cu leditura al unei fungii f:EDO 2 - i supus la legtura
F(x,y)=0 un punct de extrem al fugiei f cu condiia ca variabilelex d y si verifice ecugia
legaturii F(x,y)=0

6.7.2 Pentru a afla punctele de extrem supuse Euegse procededzastfel:
- se construigte functia Lagrange:

L(x,y.A)= f(x y)+A0F(x Y
A se numéte multiplicator Lagrange .
- se determif punctele stgonare pentru funga Lagrange
- pentru a afla cea mai mafiecea mai mia valoare intr-un domeniu nchis trebuie ca:
a. € sedetermine punctele stanare situate in domeniil valoarea fungei in aceste puncte

b. < se determine cele mai maii cele mai mici valori ale fungei pe linille ce formeax
frontiera domeniului

c. gise aleagcea mai mardi cea mai mié@ valoare din toate valorileagite.

6.8 EXERCITII REZOLVATE

6.8.1 Folosind definia limitei unei fungii intr-un punct (6.1.1.1-6.1.1.3p%e arate &

li 4 2y)=8
o, (4X* 29)

Rezolvare:Conform definiiei trebuie § demonstim ci pentru orice £ >0 exis& un nurir real
3. >0 astfelincat dat /(x- 0% +(y- 9° <o, siavem|dx+2y- 8<e.
S remar@m mai intéi & \x—]l<\/( x- 0% +(y- 37, \/( x X+( y ¥ .Avem:
|ax+2y- 8=]4x% 4 2y K| 4x 4| 2y |2 @ x|4 @2-y]| 2
Fie atuncie >0 ai J, =6¢ . Atunci, conform observgi de mai sus avem:

x-1<(x-D*+(y- 2 <0, =§
y=2<y(x- 9+ (y- 4" <g, =%

i@ inlocuind n relaia (*) obtinem:

6.8.2 S se calculeze limitele iterate:

a. lim xy=1
X3,y y+ 1

X-2,y-0 y

Rezolvarea. Avem: lim —-Ilm I|m ﬁl\-llm x=3

X 3,y-0 y+ yam
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b. Avem: lim

sin(xy) _. (. xsin(xy))_. (. sin( ;))\_. _
X-2,y-0 Yy _Iirj]zﬁ“g\o Xy j _“xrgz)d”l] 0 ) _IIT zx_2

6.8.3 Si se calculeze |im ax+ by
(x.y)~(0,0 cx+ dy

RezolvareEcuaia primei bisectoare estd : y= x. Atunci limita dat devine:

atunci cand(x, y) - (0,0) pe prima bisectoare.

axtby_ . axt bx a b
m =lim =
(xy)-(00cx+dy x-ocxt dx e d

6.8.4 S se studieze continuitatea fured:
2

f(x,y)=)x+y"’

10,dacaxX’ + y* =0

dacax? + y?# 0

n punctul (0,0) .
Rezolvare: Avem f(x,0)=0 pentru orice xj \{0}, deci Iimof (x,00=0=1(0,0, decif este
contint Tn origine n raport cu variabila. De asemenea avent: (O, y) =0 pentru oriceydj {0},
deci Iim0 f(0,y)=0= (0 0, decif este continain origine in raport cu variabily.

X

Dar funtia dag nu este continiin origine in raport cu ansamblul variabilelor, deoarece nu
are limiti Tn acest punct. Intr-adéx, pentru x # 0, avem:

X <

f(xy)= 7z

-~
<

1+j

Fie dreapta de ectia d: y=mx nilj \{  care trece prin origine, cu coeficientul unghiukar
Obtinem:
y mx
lim X__=lim

X
xao,yzmx1+gé\2 xﬁolj-( X\Z 1+m?

m

al deci limitele depind de dreapta pe care tinde punétuly) catre (0,0) , ceea ce inseanirei functia
dat nu are limit in origine, de unde giinem c f nu este continiiin origine.

9% f
0yox

6.8.5 S se calculezegi(l,l) i (1,1) pornind de la definie pentru funda f (x,y)=x+y.
X

Rezolvare: Avem:

. (1,2)=1lim FO6D)- (L9 ) Vxr 1-72_
x-1

7 x-1 X-1 x-1
B O ) [ . I U S
1 (x-D(Wxr 1442 =1 AV w2

i x—1 . 11
JLUTORe AT R N s PRV

Pentru derivata de ordinul 2 avem:
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of of
92t of (of ) x5 (1
1 =lim*&—F2
6y6x( A= 6yjj (19 yo1 y-1
Trebuie aadar calculat:%(l, y) . Avem:
i(l,y):lim f(X,y)— (1 y X+ y \j y
[))4 x—1 xﬂl
_im x+y Ly (Vxr yr(# >)_| x+y-1-y

S G T A
e (\/xTy+JlT>) “JxTw Ty 2/Fy

Wy)-2 1) S r—ar
2 Z(y)-=
O (4 1) = fim O X "7 i 2VIHY a/2_
Byax y-1 y- 1 Y1 y- 1

1, ~2- +y 1 -1

_ . 1
_27\/59-1()/—]) Ly 2/—2Vrp(x/§+ 1+y)\/—y_T2

6.8.6 Sise calculeze%(x y), of —(xy), 0°f ——( %y pentru fungile:

de unde:

ay 030y
a.  f(xy)=In(x+y-1
(%)
b. f(x,y)=arctg]
ir,
Rezolvarea.Avem:
I (xy)=
ax 7 x+y-1
a 2y
oy 3 Y)=5 rav2e]
o f a (of al 1 ) -2y
X,y)==— X Y)=— |'=
axay( ) ayJo (x )= aij+y2-j (x+y2-1)°
b. Avem:
1
of _y _ Y
aX(x,y) XX+
1+5
y
-1
of yy 1
ay(x y) X2 - X2+y2
1+
y2

9% f af(af\
aay "V 7 oxfay 5&)”@ ()

6.8.7 Fie f (x,y) = sin(x) sin( y) . Sa se calculezedf (x, y) .
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Rezolvare Avem:

df (x,y)= (xy)dxr y(X)de

unde%(x,y)=cos(x) sif(y) a—y(x,)): sif % cof Y.

deci

df (x, y) =cos( ¥ si{ y) dx sir ¥ co§ ¥ dy

6.8.8 Fie f (x,y) = ¥ y. S se calculezed®f (x, y) .

Rezolvare Avem

df(x, ) (x;& x;"tay-

_o°f 9°f
o2 (x, y)d><3+37y(x>)dﬁ @ o Xy dx&waf( Xy ty

unde:

of of _

oY= ZXMay( xy= %

a%f _ i _ 5 0% -

ﬁ(x,y)—Z az(’ﬂb 2yay2(x§/—0

o°f . 0%f 0°f _

m(wi—zrm(xv)& 0'6)("()”) f(xif

deci:
df (x, y) = 6dX dy
6.8.9 S se scrie dezvoltarea polinomului
P(x,y)= ¥ y- 2xyr 2%— 4% y 2
dupi puterile lui (x-1) & (y+2).
RezolvareFolosim formula lui Taylor (6.3.1) pentru furicde doua variabile. Avem:

B—P(x,y)=2xy— 2y 4x 4 f( xy= % 2x 1

ox oy

LR uy)=2yraf 2(x 9= 020 (= 2x 1

o°P a P

TP (xy)=o0 zay( =220 (x 9= 2 2 (xy= 0
ii deci derivatele paiale in punctul(1,-2) sunt:

P(1-9=0, ‘l"(l—a:o ?(1 3= 0

T -2=020(1-2= 020 (-3

°P _

Seb2= azay(x )= Za)eyz(l 2= oaf( FP=0

ai atunci:

P(xy)=(x-2°(y+ 3
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6.8.10 S se scrie derivatele dépputerile luix d@i y ale fundiei
f (X, y) - esin(ax+b)a
para la termenii de gradul 2 inclusiv.
RezolvareVom folosi formula lui MacLaurin. Pentru aceasta trebdiealcuim valorile funciei ai ale
derivatelor patiale de ordinul i 2 in punctul (0,0) . Avem:
£(0,00=6"@=¢8=1
%(x, y)‘(o,o) = acos{ ax+ by &(@D) ‘(010) = aog PE9= a
of

Fy( ’ )‘(0,0) = bCOS( ax+ b)) @'n(awby)‘(ovo) = bcoi D) %p(o) = b

Z%(x,y): azesi”(ax*b”((cosz( ax+ by)- sin( ax b))
2 .

#(x,y): bzé'”(ax*by)((cosz( ax+ by)- sif( ax b),)
o’ f

W(X’ y) = abg"(@* ((cosz(ax+ by)) - sir( ax+ b)))

de unde:
@) = 14 gt byo-z—l!( 4 x+ 2aby b 23)(((:032( ax by sl ax ))ysm@”by)

6.8.11 Fie funga f (x,y)= """ unde x=acos(t) ,y= asi) . Sise calculeze%.

RezolvareConform 6.4.1 avem:
df _of dx+af dy

dt oxdt dydt

Avem:
of 2,2 of 2, 2
—(x,y)=2x&" ,— = 2yé
ax oY) = 22X Y= 2y
(1) = -asin(1) ,El(t) =acoqt)
dt dt

deci:

%(t):—ZXé‘z*yz Casin( )+ 2y&™* Y Daod X
unde nlocuindx = acos(t) ,y= asi ) obtinem:
%(t):—Zacos(t) ¢ Casir( )+ 2asi ) & Dacoé k= 0
: _ _ - of df
6.8.12 Fie f (x,y)=In(% - y’) undey=x . Sise calculeze&(x, y) ,&(x) .

RezolvareConform 6.4.2 avem:

df _of ,of dy
dx dx ody dx
Avem:
of 2x  of 2y dy,
= (xy)= ()= (A= ¢
ax(x y) - ay(x” 2y dx()a
de unde:
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df(x) 2x _ 2yé :2(x— yé‘)
dx X2-y? K-y e

6.8.13Fief(x,y)= X+ y undex=&+7,y=&-177. &secalculez%({q) ({/7)

Rezolvarel

unde:

de unde:

6.8.14 Fie

Rezolvare

Avem:

ai deci:

0¢
Din 6.4.3 avem:
of _of ox af oy
0f ooz oyos
of _of ox af ay

on ox 6/7 oy on

of
—(x, =2X — =2
X, Y) xay(m) y

X (£)=1 (e,r;) 1Y (e p)=1 (5/7)=

i3 rh

{(3 M) =2x+ 2y= A&+n)+ A&-n)=

%({,/7) =2x-2y= Aé+n)- 4E-n)=

f(x,y)=In(xX + y?) unde x=¢7, y:% . Sa se calculeze:

i 0°f
a?(fﬂ) o —(&n), agaq(‘t”)

Derivand relsiile obtinute la 6.4.3 obnem:
0% f 6f(6f\ a2f [ ax ) 6faxay f(ay\ afax afa’y

W'@az) “ad 4 ooyozan T Toxoz? " ayoe?

1 a1
280 o&)or)
azfaxay 92 f(axay X0y, azfayay Ofazx afo’y

o ocan aaylazon 070g oy ofon  oxan  dyden

2 2
001 (01) 09V, , 0% oxy 071( 0y at0x 010%y
o onfor) od dn Codyonoe djon oxan? ayan?

0x

2
—_ X —_
ag,(én) an(c‘ﬂ)—fagz(c‘ﬂ) 2(5/7)— afa DX e )=
()=t W)=t 0 Z Y py=-t
2 M=, = a{z(fﬂ) o Yen)= e agra,7(50) pE
o 02f a%f 1 0%f
)
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2
O (¢ p)=gydit £ 0% ot _Lof

aéon x> n*ay* ox nploy
O°f _ 20t 267 0% £10%1 2f0f
o ox?  n? 6x0y n* ay? /7 3oy

6.8.15 Fiecos(x + y)+ y= 0. Si se calculezey' .
RezolvareFolosim teorema de derivare a fuillor implicite (6.5.1):

oF
= _ 0X
Yo

oy

unde F (x,y) =cog( x+ y) + y. Avem:

3i deci :

6.8.16 Fiey—sin(y) =

RezolvareFolosim terema de derivare a fufilor implicite pentru F (x, y) =
x y) = cof y= 2sif

de undey' =-
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oF . oF .
&(x,y):—sm(x+ Y, a—y( x ) =-sin( x y+ 1
—sin(x+y) sin( x+ )

y :_—sin(x+ y)+1: 1-sin( x+ y)

x. Sa se calculezey' ai y" .

oF
T xn=1.5(

-1 - 1
Zsinzgé\ 2 sit}/2 9%’\

Pentru a calculay" derivam relaia oktinuta anterior:

ST
A\ )
1 1 cojg 1 cg)gﬁl
Zasi gy gl
6.8.17 Fie’ - 3xyz= &.Sase calculeze‘lz 0z
X ay

Rezolvare:Fie F(x,y,2)=

Avem:

Atunci:

95

1 —Zsingé\ 095(%\12

3

Mg ¥

oF oF OF
= (x,y,2) =-3xy =— 3xi
aX(xyz) xyay(xy) Xaz(

y-sin( y) - x. Avem:

)

Z- 3xyz #&. Folosim teorema de derivare a fuiilor implicite 6.5.2.

xy)z 3z 3xy
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oF oF
0z _ o9x _ V2 62__67y_ Xz
ax  OF Z-xy' dy OF Z-xy
o0x 0z

6.8.18 Fiexyz= x+ y+ z Si se calculezedz.

Rezolvare Avem: dz= ? d><+g—Z dy. Aplicam teorema de derivare a fufiitor implicite; avem:
X y

F(x,y,2=xyz % y z

oF oF F
—(xy.2)=yz 1a—y( Xyy= xz ,%7( XY)E xy 1

0x
de unde:
0z_—-(yz-1) 9z_-(x= 1
x  xy-1'ay xy 1
Prin urmare:
dz:l_ yz dxt 1- xzdy
xy-1 xy- 1

6.8.19 S se calculeze derivatelg' a z' ale fundiilor implicite y,zdefinite prin sistemele uratoare:
Jx+y+z-4=0
I+ y?+ 2= 2% 10= 0
JX-y*+-1=0

Jy*+z-2x=0
Rezolvare:Se deriveax indnd cont & y ai z sunt fungii de x & se ohine:
j1+y+z=0 j y+'z=—-1

J)2x+2yy+ 27z- 2 0°) Yy 'zz 1 X
Rezolvand sistemul in raport cy & z' se ohine:
,=x-1—z’ 7= I-xy

z-y =y

b. Se procedeain mod analog:

J)2x-2yy+ 27z= 0 ) Yy 'zz X

jzyy+ 2-2=0 gﬂ 29y 'z= 2
de unde rezuit

y

_ 27+ X _ A
Y y(2z+ )’ 2z 1

6.8.20 S se calculeze punctele de extrem locall pentru fianc
f(x,y)=x+xy+ ¥- 3% 6y

RezolvarePentru inceput vom determina puncteldistaare ale fungei. Avem:
of

—(x,y)=2x+ y- 3

oY) y

of

—(X,y)=x+2y-6

ay V) y

Aaadar punctele stnare sunt soliile sistemului:
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)df %y)=0

46 Y ﬁ))2x+y—3:0%) x= 0

jgi(X,y)=o Jx+2y-=6=07) y=3
y

deci mutimea punctelor stionare esteS={(0, 3} .

Pentru a stabili dacpunctul sts@onar (0,3) este punct de extrem caldo derivatele
pattiale de ordinul 2:
0% f 0°f 9°%f
—(Xy)=2,—(x Y= 11— =2
o rx=2 2 (x =121 (xy
al deci:
(0% f N, (9% ¥
=1 092 09 Tl = 5 0
) ox oy* ") " Joaxay” )

2
deci (0,3) este punct de extrem local,anume de minim, pentrLﬁcZ—I(Oﬁ) >0.
X

6.8.21 S se calculeze punctele de extrem locall pentru fianc

f(x9)= 20y (47 5 Y5+
RezolvarePentru inceput vom determina puncteldistzare ale fungei. Avem:
M x,y)=-L y-2 5 27
ox 12° 3 3
Sy =2y xe 2
ay 2° 127 4
Aazadar punctele stmnare sunt soliile sistemului:

)Bf ) 1. 2 47
Jox (xy)=0 Jj 2773 %)8x+y 188 ) x 21
jaf(xy)=0 )) y——l 4:0 ) x+ 6y= 14 } ¥ 20
F) 27 127 a4

deci mutimea punctelor stionare esteS={( 21, 20} .
Pentru a stabili dacpunctul sts@onar (0,3) este punct de extrem caléo derivatele
pattiale de ordinul 2:

9% f 2 9% 1 9%f 1
az(x y)= gr)@y(xy)— TZW(X'Q_ P
ai deci:
(92f ¥ 11
(21 =11
) axdy ) 3 144
2

A= j—ZlZOEf;

deci (0,3) este punct de extrem local,anume de maxim, pentnﬁc‘?3 f (21,20 < 0.

6.8.22 S se afle extremul funeei f (x,y) = xy cu condiia 2x+ 3y- 5= 0.
RezolvareConstruim mai intai funga Lagrange, unde légura esteF (x,y) = 2x+ 3y- 5= Q Avem:

L(x,y,A)= f(x,Y)+A0F(x )= xywA( 2% 3y B
Determirim punctele stgonare pentru funga Lagrange. Avem:
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oL oL oL
o YA =y A (X yA)= e 35 x W)= 2% 3y 5
ai deci punctele st#gonare sunt soltile sistemului:
oL 5
ja (x,y,A)=0 j x=7
pra=o )
1% (xyA)=0= =0 =) y2
1% 42x+ 3y-5=0 j 5
2 = A=-=
}aA(X’y”‘) =1
N

Am obtinut aiadar un singur punct gtanar, g% g ,—%

Diferentiind legitura okinem:
dF(x,y) = 2dx+ 3dy
Punem condia:

(5 5)

a9 70

Calcukm difereniala de ordinul 2 pentru funia Lagrange pentri = —% . Avem:

=028 o B =0gl a5

de undedngx, y,—j\

(55 _5)

Yas 13 "

i nlocuind dy=—§dx, obtinem: dng
(5 5)

concluzia & punctul jz 64 este punct de minimf% <0).

= 2dx+ 3dy= 0= dyf-—?z3 dx

= 1dxdy. Atunci:

= 1dxdy

,g,-%\=19>[——gd -2¢ x de unde tragem

3
4 3

6.9 EXERCITII PROPUSE

Folosind definjia limitei unel fungii Tntr-un punct (6.1.1.1)&se demonstrezeic

6.9.1 lim X=1
X2,y 2y

+y
6.9.2 lim 0‘ “M =0, [d+[y#0

Sé se studieze continuitatea fufilor:

jl—cos(x3+ ¥)
6.9.3f(x,y)=) xX+y*

Jo,dacax’ + Y =0

,dacax® +y?# 0
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J1-J1-% -y
6.9.4 f (X, y) =) X2+ y?
70, dacax’+y* =0

AN

,dacax® + y?# 0

AN

Si se calculeze derivatele peale indicate pentru funile:

6.9.5 f(x,y)= X+ 2y - 3xy- 4% 2y 5 ‘li(x,y)z 2x- 3y- 4

0
of of R:
Calculai — )
alculai aX(x y). ay(x y) ﬂ(x,y):4y— 3xk 2
oy
— A2 il
6.9.61(8,p) = p*sin*(6) 69(0 p) =40 sin’(8) cod6)
R:
Calculai —(8, g,
alculai 69( p), Bp( p) or —(8,p)=2psin"*(6)
op
6.9.7 f(x,y,2= 2w/ %+ 3%Y 2 i(x,y,z) A
of of of o v
aX(xy,)ay(X,y, aZ(XY)l R:z;(xyz a/x+ 6y 2
of 2y
A=
6.9.8 S se calculeze difereialele totale pentru funile:
a u(xy)=In(R+ ) R: du(x, w_  dxr 2y dy
s
[y : -2
b. u(x,y)=1Injtg R: du(x y) = dx
j j j xsm)%\ 'S Sf(ify\
u(xy)= % R: du(x,w:%dﬂln(ﬁ X dy
6.9.9 S se calculeze derivatele paile indicate pentru funile:
a. f (xyy) = 4)("I + 3)8 y|' 3X§_ 9 azf
_ o2f R oy ) =060x Y
Calculai 21 (x, 0
alculai axay(x y) y
b.  f(x,y)= xy+sin( x+ y)
e R: o°f —(x,y)==sin(x+y)
Calculai —(x.). S
x>
c.  f(xy)=x%In(x+y) 0% x4 2xy
catculai: 27 (x,y) " %(X'Y)_ (x+ )’
i Sy Vy) -
d. f(x,y)=sin(x+cog y)) 2%
3 R: x,y) = sin( y) cog x+ co
catcuai L1 (xy). axzay( f x+ cog y))
ox“dy
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6.9.10 Calcula diferertiala de ordinul 2 pentru funiile:

a. u(x,y)=cod x+ y) Cd?u(x y)=-cof ¥ ¥ d x 2cdx % )y dxey
C—cox(x+ y) &y
b. u(x,y)= X+ ¥- xy- 2% ¥ 7 R: d?u(x y)= 2d% - 2dxdy 2dy

6.9.11 Calcula derivatele fundilor compuse:

1 (x) 2 . du du 4
a. u==In5" unde x=tg?(t), y=ctg?(t) . Calculai — . R 2(t)=— T
2 j)ﬁ dt dt sin(2t)
2 - d 2X 3x+
b. z= Xz Y unde y = 3x+ 1. Calculai d—z R: —Z(X) =)(722
X +y dx dx (2 +3x+ 1)
u(x,y)= ¥y unde y =cos(x) . Calculai 4 QU a—u:2xcos(x)
Toox o dx R: ox
du_ x(2cos(x) - xsir( X)
dx
. 0u Odu ou
d. u(xy)= X+ ¥y undex=&+n,y=&-n . Calculai — ,~— . — (&) =4¢
a& on R: &
" ou
—(&,n)=4
ap (&) =41
6.9.12 Calcula derivatele fundilor implicite:
a. (@+y?-b) - 2( %+ )= R: y,_az—bz
Se cerey' in punctul M (b,0) . ' 20 - &
b. 3sing@\—2cds(7\/é\+ 1=0. oy
)Y ST Riy =g
Se cerey' .
_ gty =
c. Xx+y-¢ 0. Riy=-1y =0
Secerey, y' .
d x+y+z=¢€.
.0z _0z_ 1
0z 0z Ri—==—=—"—7"—
Se cere—,—. ox 0y x+y+z1
0x 0y
e. Xx= xlngf/\ . dx+Edy
7Y R: dzziy
Se ceredz. 1+|n§§\
6.9.13 Determingipunctele de extrem local pentru fuiite:
a f(xy)=x (% y R: %,punct de maxim
b. f(x,y)= X+ y - 15xy R: -125, punct de minim
2 .
c f(xy)= y—(x2+ );)g R: 4, punct de maxim
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6.9.14 Determingipunctele de extrem cu l&turi pentru fundiile:

36 48) -
f(x,y)= @+ legitura >+ =1 R:(—,—j td
(x,y) ¥ cu e@ura4 3 425 o4 Punctde minim

b. f(x,y)= X - xy+ ¥ - yX culegitura 2x+ 3y- 12= 0

6.9.15 S se scrie plinomul lui Taylor de gradul al treilea in puncf@|1) pentru fundgia
f(x,y)=x,x>0y>0

R: T3(x,y):1+l—l!(x— ])+?1| dx )y )1+?l 6 x E( v )1

6.9.16 S se dezvolte polinomul:
P(x,y)= 2@ - 3% y+ 2§+ 9% 3y 6% 3
dups puterile lui (x+1) ai (y-1).

RiP(xy)=2Ax+ - P(y 1+ by )i+ 6x)L v)t (6-y)2

6.9.17 S se calculezez (X) @ y' (x) daa:
I+ v+ - dx 9= 0
)C-y+2-3=0

in punctul A(3, 3,—\/5)

. 9/3+2 12
R.y—a(s\/é_z), 2—3\/5_2
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CAP.7 EXERCITII SUPLIMENTARE

7.1 Si se arate £urmitoarelediruri sunt convergente:
(

a. u, :)1 sinj—ka
k=x /N*

1 1
b. U =1+=+Z+. +— In(n)
2 3

c W= 2k+3
"o 4
d u, :} !
k—1n+k
o u=J) 2)
‘ 3k 2" 3k— @
k? + 2k
f. u, =) log
" 21:1 51(k+1)2
" = kZ+k
g- n k:1n3+k

7.2 Si se calculeze uratoarele limite deiiruri:

- n n
noe (-3)" 4 200
n

b. lim a>0

nam1+g2n’

im P +n+1-a/f-m 1

noo n

d. liﬂ%/F(é/nTl—é/nTJ)

J e
i e D (e 3
In(n)

f. lim
n- oo nk

g. I|mM dac I|m 1%, =X

n- oo
h. I|m D/x:l x, dac x,>0 ai Iimxn:x

i. lim——
n-e{nl

. li[rl\n/n[ﬂn!)

R: —1
3

1,dacaa=1
O,dacaa #1

R: -1
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e tim Y+ D(n+ 0. L+ ) R:

noow n

[

7.3 Folosind criteriul general de convergeal lui Cauchy, § se stabileagcnaturadirurilor:
_10,11 12 10cn

—+= R: divergent
1 3 5 2n+ 1
1 1 1
b.a =—+—+ ..+ R: convergent
&7 1" o o+ ?
c —i+—l+ +7l R: convergent
& Tom 3 (e A 3 '

7.4 Si se stabileascnatura urnitoarelor serii:

a.j nn R: convergerit
1100 +1
1
j j +5 ) R: divergeni
inh-1)
C. R: convergerit
S .
1
d ) ————— R: divergeni
£1\/2n+ 1-V2n-1 g
2
n
e ) — R: divergent
ilnz +1 g
f. (%/n3+ n-1-Jrf- e+ ]) R: divergeni
n=1
g M R: convergerit
' n-1(3n+7)” '
h. j arctga m R: divergent
. 10
i ) — R: divergeni
2;100%— 13 9
j.j n+1-yn R: convergerit
n=1 n
1
k. gl—cosg )\ R: convergerit
n=1
1.1
l. 7smgd\ R: convergerit
n=1N
4" +7
= R: convergent
n=15"*n

R: convergerit, da@ a<e
Divergent, dacg a=e

n. nzg%\n, a>0



n=l(|l’] (n))ln(ﬂ)

~(An(n)+In2(n),

a ),O<a<1

n=1

7.5 Si se stabileagcnatura urnitoarelor serii alternate:

j(l)

n=1

n(n+D(n+ I 1)(n+ 2

b )

e ) - n“”vq:_+dz:_+ +JITW

d.j( D"l 4“2\

n+1
e.j( D"In

(n?+2)

N g

7.6 Si se determine domeniul de convergeal seriilor de puteri:

Xn

& zl(n"'l) 2

n+1l

n +n+1}1 2@)

.1+j(-n"

Xn

n= 1n
(-1)" %
n

n=1
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R: convergerit

R: convergerit, daa a<c
Divergent, dacg a=c

R: convergerit, daa x<1
Divergenti, dag x=1

R: convergerit
R: convergeri, daa a <1

Divergenti, dacg a =1

R: convergert, daci o <e™

Divergent, daci a =€
R: convergerit

R: convergert, dac a’ > e
Divergent;, daci a’ <e

: absolut converget
: absolut convergeit
: divergeni

: semiconvergeat

: semiconvergeat

Y]

[-2,2)

Y

(o -1 01

Py

([-1.1]

Y

(-1
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R:[-1,3)

()

14) _ )15 )

”?53/

7.7 Si se determine mtimea de converge# | suma seriilor de puteri:

a.)u (_l)n X2n+1

=0 2n+1

e. ) (n+D(n+A(n+ 3 R

n=0

£ ) (-D"(n+2* X

n=0

R: 2.1
S=arctg( ¥
(-1,9)

R 2

(1-%°
R: (-19)
=In(1+ %
(-19)
R: s= X +4x + x
(1-x*
(-1,9)
R: S=L
(1-%*
(-19)
R: S 1-x

T 1+ %’

7.8 S se demnstrezeacurmitoarele serii numerice sunt convergetitesi se calculeze suma lor cu

ajutorul seriilor de puteri:
1
a_ -
ZO(4n+ )(4n+ 3

( 1)n+1
b')un(Zn )

1
¢ zl(n+l)!—r1

_n_
“oi(n+ 3

2
n=1n!
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-In(2)

R: 2e



K zl(n—nl)'

Capitolul 6 Fungii de mai multe variabile

R: 2e

7.9 S se dezvolte in serie Taylor daputerile luix functiile:

e - e*+ 2os( ¥

a f(x)= 2
b. f(x)-farctg In)ﬁ\
c. f(x)=
X +9
d. f(x)= ﬂ

e. f(x)= In) 1+X)

f. f(x)25|n3(x)

g. f (x)=arcsin(x)

7.10 Si se calculeze limitele:
1
a. lim (1+sin(x))x

X-0
X2
e 2
b. lim 7“’3()‘)4 €
X0 X
e re-2
c. lim————+
x-0 X
X i _
d. iim € sm(x)3 X1+ %
x-0 X
e 1im 0 (1+ 2><)—s;n(2>()+ 2%
X-0 X
£ lim tg(x) —3S|n(x)
x-0 X
3 _
x-0 1-4x-e**
h lim & +2$|n(x)+|n(1— -1

X0 x(In(1+ X - %

i lim In(1-2x) +sin(2X + 2%

x=0 2x+e* - &
i li?lgx' lean+%}\

R:

R:

f(x)= )° 4)'

4n+l

f(x)= )" -19)

L f(x)= )"( n"xm, 0(-39
F(0)= jj %\ 1 x0(-2 3
:f(x)=)_o ;T”,XD(—L])

1w=2) (' I e,

(2n+ D

: f(x):x+)o Mﬁ XD[—lj

‘. (2t 2n+1

P
IN

Wl

P
IN

wlo ol N

P
=
)

N~
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k. lim (xG/x6 +x0 ={8 - x5) R:

X = 00

Wl

7.11 Si se studieze continuitatea in origine a @taarelor fundii:
J1-
M,dacaxz+yz¢o ]
a f(xy)=] x2+y R: continui
7)0,dacaxX’ + y? =0
J1-J1- -
)w,dacax2+yz¢0 .
b. f(xy)=) x+y? R: nu este contiri
70,dacax’ + y* = 0

c. f(x,y):%(lJr xy)&iﬁ (xy#(a9

R: continu
J1(xy)=(0,09
7.12 Si se calculeze derivatele pile de ordinul 1 pentru funiile:
a f(xy)=(1+ %)’ ¥ xp 0 T (xy)= v (1 2
X
R:
§§<x,y)=<1+ x) (2 xg+ xg Y
b. f(xy)= X0 x>0, y> 0 ﬂ(x y)= )én(y)—lln( )
ax
R:
of 1
Z(x,y)== NN
ay(x y) ; n(x

_ (x+y) (x+ Y\ of -1 [xy=xy
c. f(xy)= 1‘4 xyﬁ +arcs/bn W . ax(X’Y) XA xy+ x+ y
Oy yy=—L Py-xy
By(x’y) V2 Xy+ x+ y
R:

d. f(x,y,9= %" of of
—(x,y,2= ¥ xyz’l,a—y( xy )= X §in( X

ox
of

&(x,y,z)= ¥ yin( yin( y

3
7.13Sise calculezeg(x, y) pentru funda f (x,y)=arctg(xy).

dydx
o 3y’ - Xy
R: VYY) =2 —m———
T )

7.14 S se arate £urmitoarele fundi verifica ecuaiile corespunitoare:

a.  z(xy)=xp( %~ ¥);ecuaia xyZ%+ xzyg—;:(xz+ y) z
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9°u 62u

u = arct ;ecuaia — +— =
gJ >é ox? ay2

0%

u=g@(x-a)+w(x+ ad ; ecuaia o

z:q)(x2+y2) 0z 0z

ecuaia y—x—x@
0z 0z _

ecuaia p—-—
p op IFr

é\j\ ecuala X 37)2(2

z=pf(In(p)+6);

2=§gf(y)+gg

2 62u
a 2
ox

62
yﬁﬁ’_ Y—=
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7.15 S se determine punctele de extrem local pentruatioarele fundi:

a. f(x,
b. f(x,

c. f(x,
d. f(x,

f(x

y)= (= 0%+ (y+ 9’
y)=xy(axy, & 0

y)= X + xy+ ¥ +-3ax 3by
y) =cos(x) cog y) cobx+ y) X[ o7l

¥)=In(1- % - ¥)

Y[ or

R: (1,-6) minim
R: (a2

—,— maxim
3

R - b, 2b- § minim

Y,
(.
: ggg\ minim
: %\ minim
(0,00 m

0,0) maxim

2

O >~ T

7.16 Si se determine punctele de extrem cuategile menionate pentru fungile:

a. f(xy

- X, y_
V= X+ ¥, E+E_1

b. f(x,y)=X+2y¥+xy-7 » ¥ 1
11 1 1 1

Cfixy)==+=, S +==2

c (X y) X y X2 y2 a2

d f(x,y)=X%+y-2x1 %- y=1

M oa @b ).
R: jm’aﬁ 7 minim
(3 1)
R ad
R: (—a\/E,—a\/—Z) minim
(a2, a/2) maxim

R: (1,0) minim

minim

7.17 Si se calculezey' (0) daai: (X% +y? - bx)2 = &( %+ y), ¥ 0= aiary este definit implicit
ca funaie dex.

R:y

(0)==

7.18 Si se calculezey', y', ¥ dadi functia y(x) este definét implicit de ecugia:

R:y =-

X2+ y?+ xy= 3
2X+y . 18 oo

x+2y' - (x+2y)* B

162x

(x+ 2)°
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7.19 Si se calculezedz ii d?z daai:
X+y+ =4

R dz=—"dx-Ydy &= y2—3a2 -2 dxd’yM dy
z z z z z

7. 20 Si se calculezey' (x), 2 (¥ ale fundiilor y(x), zZ( ¥ definite implicit de sistemul:
JxC+3yP—Z+ x y- 8 0
)X -y*-32-3=0

n punctul (1,2,-2) .

: g_@ 38)
)11
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